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ПРЕДИСЛОВТЕ. 


Предлагаемый „Учебникь Геометри“ отличается отъ другихъ 
сочинешй по тому же предмету слБдующими особенностями: 

1) Ве боле или менфе важных, но обыкновенно не вы- 
сказываеныя положешя, приничаемыя въ геометри безъ доказа- 
тольства, въ этомъ сочинешы всяюй разъ формулируются, въ видф 
отдфльныхь допущен! (постулатовъ), такъ какъ на этихъ допу- 
щешяхь основываются доказательства цфлаго ряда зависящихь 
оть каждаго изъ нихь теоремъ. Такая формулировка.‘ необхо- 
дима не только съ логиЧезкой, но и сь педагогической точки 
зрёня. Такимъ образомь получается цфлый радъ допущен!й: 

а) относительно прямой линш: прямая линя безконечна, но- 
прерывна, простирается но 06% стороны любой своей точки и д- 
лима на части; изъ всякой точки пространства можеть быть иро- 
зедена прямая лин; изъ всякой точки пространства можеть быть 
проведено безчисленное множество ирямыхь линй; черезь всашя 
двф точки можеть быть проведена прямая ливя; черезь всяюя 
ДВЪ точки можеть быть проведена только одна прямая лия; 
отрёзокъ прямой линш, соединяющ двф точка пространства, 
неньше отрфзка всякой другой линш, соединяющаго т$ же точки; 
прямая лишя можеть быть принята за ось вращешя той фигуры, 
ВЪ Составь которой она входить; 

6) относительно плоскости: чрезъ всякую прямую линно мо- 
жеть быть проведена плоскость; чрезъ всякую прямую можеть быть 
проведено безчисленное нножество плоскостей; если пряизя имфетъ съ, 
плоскостью двБ общия точки, то вс точки этой прямой находятся въ 
данной плоскости; если въ илоскости взяты прямая и ДВ точки ‘по 
разныя стороны этой прямой, то всякая лишя, проведенная, въ. той 
же плоскости чрезъ эти двЪ точки, имфеть съ данной пря- 
мой хоть одну общую точку; если плоскость вращать вокругъ пря- 
мой. лежащей въ этой илоскости, то каждая точка пространства при 
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вохи у5 пространств даны плоскость и дьб точки но разныя сто- 
роны в1, то всякая ливя, проходящая чрезь эти двф точки, инф- 
ет аъ данной плоскостью хоть одну общую точку; 

в) относительно окружности: вслкую точьу на плоскости ножно 
принять 35 центрь безчисленнаго множества окружиосгей, лежа- 
ЩИХЪ ВЪ 9т0й ПЛОСКОСТИ, а всякую конечную прямую — за радтусь 
какой либо окружности; окружность есть лишя замкнутая; 

г) относительно угловъ: всяюй уголь раздфляетея на данное 
число равныхь между собою частей нфкоторыни, внолив оиродф- 
ленными, прямыми, выходящими изъ его вершины; 

д) относительно двухъ несоизывримыхь значений одиои и той же 

величины: если два значешя нЪкоторой величины несоизы$римы 
другь съ другомъ, то допускается существование отвлеченнато числа, 
которое, не будучи ни цфлымъ числомъ, ни дробнымь съ цфлыми 
числителень и знашеналелемь, все-таки иродставляеть собою отпо- 
Шен е одного изъ’отихь значений данной величины къ другому; 

78) относительно всякой кривой лиш: длина огрёзка всякой 
кривой лишщ можеть быть выражена въ единицахь иЪры длины; 

ж) отпоситольно объемлемой кривой лиши: выпуклая объен- 
лемая кривая ненфе ломаной или кривой, се объенлющей (такъ 
называежый второй Архимедов» постулат); 

$) относительно поверхности тфла и части ва: величина цо- 
верхности веякаго тЬла и любой ел части можеть быть выражена, 
въ единицахь мбры площадей; 

и) относительно боковыхъ поверхностеи прямого цилиндра и 
прямого конуса: боковая поверхность цилиндра мене боковой во- 
верхности всякой правильной, описанной около него, многоуголь- 
ной призмы, и боле боковой поверхности веяком, правильнои, 
вицеанной въ него, иногоугольной призиы; боковая поверхность 
прямого конуса монфо боковой поверхности всякой правильнои, 
оуисанной около него, многоугольнои пирамиды и болфе боковой 
поверхности всякой правильной, вписанной въ него, многоуголь- 
вой пирамиды; 

$) относительно поверхностей такъ пазываемаго кубаря, виисан- 
ваго въ сферу или описаннаго около нея: поверхность описаннаго 
@коло сферы’ кубаря боле поверхности этой сферы, & поверхность 
кубаря, виисаннато въ сферу, менфе поверхности сфоры *^). 


+) Еубаремь. для краьости, мы вазываемь {ло вращешя, получаемое о1ъ 
вращешя позумногоугольника, виисаннаго въ полувруль или онисаниаго около 
ного, вокругь дамегра э10го иолумногоутольника, 
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Логическое значешо перочислонныхь допущен, конечно, не 
можеть побдлежать спору, ебли только признать, что въ мате- 
матической паук должно быгь строго установлено — каша изъ 
положенй, для нея необходиныхь, принимаются безь доказатель- 
ства. При отомъ отетунлешемь оть обычнаго взгляда на допу- 
щешя авляется ие введено ихъ въ куреъ (безь нихъ не обходитея 
ни одна система гоометри), но только отдфльная, оть основанныхь 
на нихь опредлоши и теоремь, формулировка этихь допущенй. 

2) Въ чинелу ноняй неопредфлиныхь и потону не подле- 
жащихь онредфленюо нами причислены нонатя о прямой, о лос 
кости, о линейшомъ ‘угл, объ углВ двугранномь, о длин хиши 
и величин» поверхности тфла. ВелВдетве этого длина окружности 
не опредъляется, какъ прелфжь длины виисанной въ кругъ или 
описанной оиоло него занкнутой выпуклой ломаной; тВыъ болфе, что 
показательство существования такого предфла предотавляеть для уча- 
щихея бозьшия трудиости. Нанротивъ: на осиоваши второго Архи-, 
медова постулата, ны, нринявъ монят1е улины окружности за понязе 
неопредфлимое, но существующее въ нашемь ум, доказываеме, 
что длина овружности ость иредфль иеримотра правильныхь 
многоугольников, внисанныхь въ кругъ и онисанныхь около пето. 
Дналотичное относится и къ учению о поверхностяхь круглыхь 
зфль.— Такая постановка вопросовъ о длинф окружности круга и о 
цоверхносги круглато тфла, кажется, виолнф отвёчаоть цфляиъ 
прецодавашя теометии въ средвихъ учебныхь заведощяхь, —тВиъ 
болфе, что она въ логическомь отношеши лишь немногимь усту- 
цаеть той постановкВ воирова, которая неходить изъ опредфленй 
длины кривой и величины кривой поверхности какь иредфловъ 
нфкоторыхь перемфнныхь величии. 

3) Доказательства многихъ тооремь иногла у нзкоторыхъ авто- 
ровъ основываются на такъь наз. „очевидныхь“ свойствахь данныхь 
фитуръ. Такая постановка дла, конечно, не можеть считаться нор- 
мальной, ибо принцить очевидноети не можеть служить критер!виь, 
для суждешя о томъ, слдуеть ли или не слфдуеть доказывать 
данное свойство фигуры. Руководясь этииъ, мы предночди мномя 
свойства доказывать, пе ссылаясь на тавкъ называеную „очевид- 
ность“ ихъ. — Для того, чтобы не увеличивать, бозЪ пользы для 
дЪла, объемъ настолщаго иредисловя, ограничимся указашями на 
слёдующи теоремы: равнодфляция двухъ, прилежащихь къ одной 
сторон, угловь правильнаго инотоугольника пореофкаются въ 
лежащей впутри иногоугольнива: во всякомъ выпукломъ 
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иногогранноиь углВ можно провести плоскость, которая пере- 
сВкала бы веБ, ребра многограянаго угла. Еъ числу подобныхь тео- 
ремъ, на, которыхъ основаны доказательства теоремъ, крайне важ- 
ЛЫХЪ ВЪ курсв не только СЪ логической, но и 6ъ фактической 
точки зрьшя, принадлежать, между ирочимь, также теоремы: 3, 
38, 40, 41, 471, 71, 101, и нк. друмя. 

4) Опредфленю всякаго понятя въ предлагаеномь „Учеб- 
никв“ предшествуеть либо теорема, доказывающая возножность 
существования данной геометрической фигуры, либо же равносильное 
ей разъясново этой возможности. ели же почему либо въ данном 
случаЪ удобифе и быстре можно придти ьъ цфан съ помощью 
тенетическаго опредзленя, то этоть родъ опредфлешя, конечно, 
предпочитается инымъ родамъ. — Необходимость увфренности въ 
существоваюи данной опредляемой формы повмяла па нась также 
при рошеши вопроса о томъ, что не только прямая лиш и 
уголь, но даже и плоскость представляють ©обою нонамя не- 
опредвлимыя; первыя два поняття не разложимы на боле иро- 
стыя; что же касается плоскости, то доказать существование такой. 
поверхности, которая обладаеть тЪиъ свойствомь, что вс точки 
любой прахой, имфющей съ нею дв облия точки, лежать иа этой 
поверхности, какъ известно, не представляется возможнымь. Въ 
отношени доказательства существования опредфляемыхь фигуръ налив 
„Учебникь“ вообще значительно отличается оть тёхЪ сочиненй 
по предиету теомотрш, въ которыхь, по примфру Евклида и 
Лекандра, даются классификащи треугольниковъ и др. фигуръ, 
опредфлешя правильныхь многоугольниковь и другихь геометри- 
ческихь формъ, безъ всякаго внимашя къ вопросу о томь—суще- 
ствують ли опредфляеныя геометричеекя формы на самом дфл. 

5) Теорема совмфетимости двухъ плоскостей изложена тот- 
часъ посль первой теоремы (о совмЪетимости двухъ прамыхъ) и 
чакииь образомь занихаеть въ курсв Планиметри, можно сказать, 
первенствующее вето, каковое ей по праву и принадлежить. — Безъ 
нея вс теоремы и учешя о совыбщенш илоскихъ фигуръ, о равенств 
угловъ, о дЪйствахь сложешя и вычитаня надъ углами и вообще о 
плоскихъ фигурахъ лишены своей истинной основы и своего дВй- 
ствительнаго значешя. На практик можеть оказаться, что усвоене 
учащимися этой теоремы во всемъ ея объем представить затруд- 
нон1я; въ такомъ случа должна быть выдвинута на первый планъ 
хотя бы только сущность теоремы съ тЪиь, чтобы учашийся мотъ сю 
пользоваться въ дальнёйшемъь чурев и вернулся бы къ ней вио- 
слфдствш, вогда умъ его и далектичевыя умфшя разовьются на- 
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столько, что полное усвоене теоремы не будетъ болфе предетавлять 
значительныхь затрудненй. Но, съ другой стороны, ве пред- 
ставляюгь ли именно эти трудности той выгоды, что учащийся на 
порвыхъ же порахъ знавомится съ теоремою, которой доказатель- 
ство геомотрично? Жакъ извфетно, неудачи учащихся въ изучени 
геометрии часто обусловливаются именно тВыъ, что какъ-разъ пер- 
выл теоремы ея принадлежать къ числу истинъ волн» очевидных. 


6) (латья объ относительномь положени прямой и окруж- 
пости и двухь окружностей на илоскости предшествуеть ршенпо 
задамь, требующему примфненя циркуля и линойки, т. ©. осно- 
ванвому на пересёчеши прямой съ окружностью и двухъ окруж- 
ностей. Относительно этой статьи практика можеть привести къ 
заключению, что изъ нея (по причинв крайней очевидности ино- 
тихъ теоремь этои статья) учащенуся должны быть сообщены 
только важнЪйиия положешя, но съ тЪиъ, чтобы онъ виосльдетви 
‹спова вернулся къ этои статьЪ.— Цакъ ни грустна необходимость 
иногда поступаться нанболье желательнымъ, съ логической и научной 
точки зрЪны, порядкомь прохождешя разлечныхь статей курса, 
но съ этою необходимостью надо считаться. Въ „Учебник“ мы 
‹очли однако умфотнымь, но ифрф силъ своихъ, держаться того 
порядка статей, который, но нашему разумфнию, наиболфе отвёчаеть, 
требовамямь логики математическихь наукъ. 

7) Статья о параллельныхь лишяхь предшествуеть стать о 
треугольникахь и учению о перцендикулярв и наклонныхь, такъ 
какъ такимъь образонъ, по нашему мифнию, достигается большая 
стройность курса. За акоому принять такъ наз. постулатъ Евклида, 
(вфрифо: 11-ая Евклидова акстома), и иритомь въ той форм, 
какая этому постулату иридана въ Евклидовыхь „Началахь“.— 
Вообще мы предпочитали держаться во вовхь сомнительныхь сдуча- 
яхъ взгладовъ, проводимыхъ въ этомь истинно-классическозеь-и 
паиболфе величавомь твореши человфческато ума на моприщв по- 
строеныя научныхь систем. 

8) На доступное учащемуся и о возможности иростое обосно- 
ване и изложено теорш иредфловъ обращено особенное вниман!е, 
причемъ поставовьа‘основныхъ вопросовъ этой теор всецфло при- 
мыкаеть къ современной теория безконечно-малыхь велининъ. 

9) Въ „Стереометри“ учешя о прашой, параллельной къ 
илоскости, н 0 взаимно-параллельныхъь илоскостахъ предшествуг 
ютъ ученю о взаныно-периенликулярныхь прямой и плоскости. 
— При этомъ нами руководили т же соображешя, которыя при- 
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зели насъ къ положительному рёшеншю вопроса о томъ, что ха- 
фактеризующую Евклидово пространство теор!ю параллельныхь ли- 
ай слёлуетъ предпосылать учешю о треугольникахъ. 

10) Въ „Донолиительныхь статьяхь“ нами вкратцв намёчены 
т ученая, которыя мотуть доставить нанболбе усиввающимь 
ученикамъ не мало малертала Дая болфе или менфе самостоятельной 
работы надъ воировами геометрии. 

12) Чертежи въ „Отервометии“ изготовлены нами согхаено 
тому условному нерспективному иринциму, но которому болфе близ- 
я къ глазу зрителя части лин! одфланы толще болфе удален- 
НЫХЪ; благодаря этому принципу, думается намъ, чертежи 
„Стереометри“ въ  отнощени наглядности много выиграли 
сравнительно съ чертежами, сдбланными бозъ соблодешя 1робо- 
зав й этого принцииа. 

13) Мномя теоремы, обыкновенно излагавмыя отдёльно © 
тфхь теоремь, на которыхь исключительно основано ихъ доказа- 
тельство, нами формулированы какъ слёдегыя отихь нослЪднихъ, 
Велбдотв о этого у нась инфу, нашр., отдфльной статьи о такъ 
называемыхь пропорщональныхь лишяхъ въ круг. — Сыфомь ду- 
мать, что стройность курса отъ этого ие только ничего не то- 
ряеть, но дажь много можеть выиграть. 

14) Устройству и употреблению чертежныхь инотрументовь 
(линейки, эккера, масштаба, циркуля, пропорщональнаго цирвуля, 
пантографа и др.) нами но удфлено никакого мета въ уро, 
такъ какъ, шо нашену мнфнйо, учеше объ устройств и употреб- 
леши отихъ инотрументовь вовсе но подлежить вфдёнНо гео- 
нотри. При р№шени нами отого вопроса въ указанном сныслф 
па насъ тожо но мало новмили „Начала“ Евклида. -— Вообще, 
отступая во многихъ пунктахь 075 частиостей Евклидовой сис- 
темы, мы, по иёрё силь своихъ и умфвя, старались однако же 
подчиниться требовашяиь духа той системы и, исходя изъ онре- 
дфлешй (8рог), тробовимй (оборота) и акеюмь (хоглой 890), 
ва нихъ построить здаше тоомотрии. При этом намъ пришлось 
однако же, считаясь съ требовашями современной логики мато- 
ивтическихь наукъ, ошредфлоня подчинить чочкамъ зрышя, от- 
личным от тфхъ, которымъ они подчиняются въ Ивклидовой 
систем, за акйомы иринать только не подлежемц!е доказатель- 
сотву законы, относящеся до величинъ, требовашя же и акйоны 
чисто-геометрическаго характера, выдЪлить въ отдфльный классь 
истинъ, называеныхь нами (дабы но иестрить изложения нало уншо- 
требитольнымь ичостраннымь словомъ „иостулать“) допущенаялии. 
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Но сущность номянутаго нуха требовашй систены Евклидовой 
теомотри ири этомъ, конечно, писколько пе страдаетъ. Сообра- 
зуяеь съ пимъ, намъ пришлось признать, что описано упо- 
треблешя и устройства чертежныхь инетрументовъ, равно какъ па- 
чальныхь свфдфшань изъ низшей теодези, не должно отводить 
мфота въ геометрической сислем: первое внолнв умфетно только 
въ курсов черчешя, второе — въ видф донолнешя къ курсу три- 
тонометр. 

16) Задачамь па построеве въ самомъ курс отведено ифото 
лишь постольку, поскольку необходимо учащихся теометрши озна- 
комить съ основными ируемани рЫышешя задачь этото рода у 
лревнихь; кашь извфетно, залачамь на иостроене въ средно-об- 
разовательномь куров теометри можно удфлиль лишь весьма не- 
ипого времени, ть болфе что и геометрическому черченю ко- 
торов должно пдти рука объ руку съ рышешемь задачь, только 
въ реальыхь училищахь можегь быть отведено подобающее 
фото въ курс. — Для достиженя этихъ двухь цлей могуть съ 
большимь усифхомъ служигь, въ качествь пособ, превосходный 
сборникъ задачь А. Д. Дмитрова (составленный по Вёкелю и 
др. источникамъ) и извфетный курсь черченя Н. И. Нечаева, — 
сочинены, какъ по духу, такъ и мо объему своему, виолнф от- 
вфчающия требовыиямъ сроднихъ учебныхь заведеши. 

Въ заключено очитаемъ долгочь указать, что, кромё „На- 
чать Ивклида“ (въ церев. ироф. М. Е. Ваценка-Захарченка), 
мы пользовались сочинейями: Лежандра (6юемз 4е С6от6+- 
11е), Вакана (Уасацаю, Сошгз 4е зботбыле @б6тешайте), 
Н. И. Билибина (Элементарная теомотр!я), Бальцера (Ва|хег, 
Мешеме Фег МабешайК) и мн. другими изъ наиболье рас- 
простраменныхь сочиненй по предмету Ювклидовой геометрии. 
Въ воиросахь же мотодологическаго и логнческаго характера 
мы иногда руководилиеь пзгладами слфдующихь авторов ъ: Огюста 
Конта, Длотамеля, Лотце, проф. М. М. Троицкато, В. Эрдмана, 
Рейдта и ик. другихъ. 

Кром того, считаешь притнымь долгомь выразить свою живй- 
мую признательноеть слфдующимь лицамъ: нроф. № Д. Крае- 
зичу, ие отказавшемусл еще въ 1888 г. прочесть въ рукописи 
введено и первую главу пастоящаго сочинешя (претерифвиия, 
впрочемь, съ тёхЪ поръ мномя изыфнешя) и вообще не отказы- 
завшему назъь въ своихъ добрыхь совфтахъ; ироф. В. В. Пре- 
ображенскому, предложившему намъ локазатольство теоремы 2-ой 
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дла случая, когда данная точка х ложить внутри фигуры ФЕЕ 
каковое доказательство почти неизмёненнымь и легло въ основу 
того доказательства, которое дано въ „Учебник“; В. Л. Розон- 
бергу, указашямъ котораго мы но мало обязаны въ дфлф иприно- 
ровленя „Учебника“ къ потребностямь среднихъ учебныхь за- 
веден; художнику В. Н. Воронову, обратившему наше вниман!е 
на массу неправильностей, характеризующихь чертежи въ кур- 
сахъ стереометри. Позволимъ себЪ также съ искреннею при- 
знательностью и живфйшею благодарностью помянуть имя скончав- 
шагося въ 1887 г. члена Учеваго Комитета Министерства Народ- 
нато Просвфщеня Р. Н. Гришина, никогда не отказывавшаго 
намъ въ своихь добрыхь совфтахь при составлени нами пред- 
лагаенаго „Учебника“ и др. посильныхь трудов нашихь.— Но 
само собою разумфется, что только то, что боле или менфе 
удовлетворительно въ нашень „Учебникв гоометрш“ и остальных 
трудахъ, нашихь, а не то, въ чемъ заключаются ихъ слабыя ото- 
роны, можеть быть объяснено совфташи и, содфистень выше 
поименованныхь нами лицъ, и вамъ отнюдь не хотфлось бы сдф- 
лать послёднихь отвфлотвенными за общее напразлене предхагае- 
наго труда, нитВыь бодфе—за выполнен! ого догалей. 


С. Шохоръ-Троцеюй. 


ОПБургь, Лиовьа 29. 
Декабрь 1890 года. 
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Т. Пространство безгранично, непрерывно, дфлимо на части. 
Что такое пространство — знаеть веякЙ; поняте пространства 
принадзежить къ числу понят перооначалиныхе, основныв, не под- 
дающихся опредленио. 

Всякое вещественное (физическое) твло занимаеть нФкоторую 
опредфленную, т. е. ограниченную со веёхь сторонь, часть яро- 
странства. Ограниченная со веёхъ сторонъ часть пространства 
называется лизломе звометрическимв. Геометричесяя тёла’ могутъ 
отличаться другъ отъ друга: 1) положещеме въ проетранетв®, 2) 
видоме (формою) и 3) величиной (объемомъ); тЪла физичесыя, кром% 
того, могуть отличаться другъ отъ друга также и многими другими 
свойствами. 

П. Граница, отдфляющая тфло оть остального простран- 
ства, и всякая чаеть этой границы называется 70вертностью. Гра- 
ница, отдфляющая одну часть поверхности отъ другой ея части, 
называется лдинею. Начало или конець лини, & также граница, 
отдфляющая одну часть лин отъ другой ея части, называется 
тючкою. 

Лин, поверхности и геометричесыя тфла носять общее на- 
звае зеометрическиие протяженй. Сочетаще двухъ или нФеколь- 
кихъ геометрическихь протяжен! называется зеометрической фи- 
зурой. Наука, занимающаяся изучешемь геометрическихь фигуръ, 
называется Геометиею. 

ПТ. Точки могуть отличальен одна отъ другой только своимъ 
положенеме въ проетранств®; лиши могутъ отличаться одна отъ 
другой не только позожешемъ своимъ въ пространств „но также 
величиною и формою своею; то же отноеитея къ поверхностямъ, & 
равно къ геометрическимь тВламъ. 

Точка не обладаеть тЪмъ свойствомъ вещественнаго тфла, 
хоторое называется величиною тфла, какъ бы мало твло ни было; 
въ этомь смыслЬ говорятъ, что точка не имьъете измпренй: ни 
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длины, ни ширины, ни толщины. Лишя не обладаеть тфыъ свой- 
ствомъ, которое въ нити называется толщиною ея, какъ бы дан- 
ная нить тонка пи была; въ этомъ смысл говорять, что лишя 
есть протяжене 0бз одномг измпреви, т.е. иметь только длину, 
но не иметь ни ширины, ни толщины. Поверхность не обла- 
даетъ тЪмъ свойствомъ, которое въ оболочкЪ называется толщи- 
ною ея, какъ бы тонка данная оболочка ни была; въ этомъ смыслв 
товорать, что я0верхность есть протяжкевше о двухё измпренйятв, 
т.е. имфетъ только длину и ширину, но не имфеть толщины. Объ 
лпъь ве говорять, что оно— иротяженще о третз измъренятв. 

ТУ. Если точка перемфщается въ пространств, то она при 
этомъ непремённо движется по нзкоторой ливи; это выражаютъ 
иначе, говоря, что точка при движеви образуетв, описываетв н%- 
которую лин! и что всякую линно можно разсматриватькакъ вообра- 
жземый слЪдь, оставленный въ пространствЪ точкою, двигавшейся 
извфетнымь образомъ. Для того, чтобы образовалась лия, доста- 
точно такимъ образомъ перемфщешя точки въ пространетв$. 

У. Въ Геометри излагается рядъ истицъ о геометрических 
протяжешяхь и фигурахъ. 

Совокупность разсужденШ, съ помощью которыхъ убёждаются 
въ данной истинЪ, называется доказазтельствомс. 

Въ Математик есть истины, которыя принимаются безъ вся- 
кихъ доказательетвъ, ‘Такова, напр., истина: цфлое болве своей 
части. КромВ того, въ МатематикВ есть ташя истины, которыя 
безъ доказательства не принимаются. Такова, напр., истина: про- 
изведеше суммы любыхъ двухь чисеть на ихъ разность равно раз- 
ности квадратовъ тзхъ же чисель. 

Истины, въ наукБ принимаемыя безъ ‘доказательства, называ.- 
ются аксюмами; нфкоторыя истины этого рода называются, виро- 
земъ, допущещями или постулатами. Истины, въ наукВ не прини- 
маемыя безъ доказательства, называются зиеоремами. 

У1. Въ Геометрйи теоремы слфдуютъ одна за другою въ нЪ- 
которомъ порядкВ, въ нзкоторой послфдовательности; при этомъ 
доказательство каждой тесремы основано на аксфомахьъ и доказан- 
ныхь ранфе теоремахъ. 

Сльдствемг какой-либо теоремы называется теорема, непо- 
средетвенно вытекающая изъ данной теоремы путемъ умозаключеня 

Теорема, введенная въ данную систему только для доказатель- 
ства непосредетвевио схБдующей за ею теоремы, или же для р%- 
шеня какой-либо задачи, называется леммою. 

УП. Относительно величинъ въ Математик слЪдуюния истины 
принимаются за аксомы: 
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1) Величина равна самой себЪ и боле своей части; 

2) сумма всБхь частей данной величины равна этой вели- 
чинЪ и не зависить отъ порядка сложешя; 

3) изъ двухь однородныхь величинъ одна либо равна другой, 
либо меньше, либо больше ея; 

4) если одна величина равна другой, то и вторая равна первой; 
если одна величина больше другой, то вторая меньше первой, а 
если одна меньше другой, то вторая больше первой; 

5) всякую величину можно замфнить равною ей; 

6) если каждая изъ двухь величинь равна третьей, то эти 
дв величины равны между собою; 

7) если одна величина больше другой, а другая больше третьей, 
то первая больше третьей; 

8) если къ раввымъ между собою величинамъ прибавить, или 
оть равныхь отнять поровну, то получаютея равные результаты; 

9) если къ неравнымъ величинамъ прибавить, или отъ нерав- 
ныхь отнять поровну, то отъ дфйствя надъ большею величиною 
получается больший результатъ; 

10) если отъ равныхъ величинъ отнять неравныя, то получатся 
неравные результаты, притомъ оть вычитан!я большей величины— 
меньшй, а отъ вычиташя меньшей—больший результатъ; 

11) если каждую изъ равныхь между собою величинъ раздф- 
лить на одно и то же число равныхь между собою частей, то каж- 
дая такая часть одной величины равна каждой части другой; 

12) если каждую изъ перавныхъ между собою величинъ раз- 
ДБлить на одно и то же число равныхъ между собою частой, то 
каждая такая часть большей величины больше каждой части меньшей; 

13) если изъ четырехь одпородпыхь величинь одна равна 
другой, а третья — четвертой, то отношеше первой къ третьей 
равно отношенно второй къ четвертой. 

ЕромЪ этихъ акеюмъ, въ Геометрли необходимо принять безъ 
доказательства еще нзкоторыя друйя истины, чисто геометриче- 
скаго характера, которыя носять назваше допущенй или посту- 
латовв. Относительно веякихъ геометрическихь протяженй и фи- 
гуръ принимаегся безъ доказательства слздующее допущене: 

Всякое геометрическое протяжеше и всякую фигуру можно 
привести въ движенше, не измняя ни формы, ни величины ихъ. 

Замфчане 1-0е. Нфкоторыя изъ выше приведенныхь акс!омъ 
принимаются безъ доказательства потому, что не могуть быть до- 
хазаны; таковы аксомы 1-ая, 2-ая, 3-я, 4-аа и 5-дя; осталь- 
ныя же, хотя и могуть быть доказаны, принимаются безъ доказа- 
тельетва только по причинф крайней ихъ очевидности. 


1* 


ВВЕДЕНИЕ. 


УШ, Изъ вевхь возможныхь чишй Геометря прежде всего, 
разсматриваеть прямую. Что такое прямая лишя — знаеть всявй. 
Понате о прямой принадлежит къ числу попят!Й основных, перво- 
начальныхе, не поддающихся опредфленйо. 

Всякая прямая можеть быть разематриваема въ двухъ прямо- 
противоположныхь другъ другу направленяхе. Что такое направ- 
лене прямой лиши — знаетъь всяк. Поняше о направлени тоже 
принадлежить къ числу первоначальныхь, основныхь, не поддаю- 
щихся опредёленю понят. 

Изъ всфхь возможныхь поверхностей въ Геометри прежде 
всего разсматривается плоскость. Что такое прямая во вефхъ на- 
правленяхъ поверхность вли 7л0скость — знаетъь вся. Понят1е 
о плоскости равнымъ образомъ принадлежить къ числу понят! 
основныхь, первоначальныхь, нс подлежащихь опредфлелио. 

ТХ. Начальная Геомепция раздфляется на дв частв: Плани- 
метрю и Стереометую. Въ Планиметри изучаются фигуры, вс 
точки которыхъ находятся въ одной илоскости; въ Стереометри 
же — фигуры, въ которыхъ не всф точки находатся въ одной 
плоскости. 


ПЛАНИМЕТРИЯ. 
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Допущеше относительно точекъ. Относительно то- 
чекъ въ Геометрш дфлается слфдующее допущене: если перем%- 
стать одну точку на мето другой, неподвижной, точки, то эти 
двЪ точки совмветятея, совпадутъ, и въ результатв получится 
одна точка.—Когда говорять о двухз точкахъ, то при этомь им*- 
ются въ виду дв не совмфщаюццяея точки. 

Допущен1я относительно прямой лини. Относи- 
тельно прямой лини въ Геометри двлалются стВдующия допущен!я: 

1) прамая лия безконечна, непрерывна, простирается по 
об стороны любой своей точки и дфлима на части; 

2) изъ веякой точки пространства можеть быть проведена 
прямая лия; 

3) язь всякой точки пространства можеть быть проведено 
безчисленное множество прямыхь лин; 

4) черезь всявя дв точки можель быть проведена прямая 
лин!я; 

5) черезь всяшя двф точки можеть быть проведена только 
одна прямая лиш; 

6) отр5зокь прямой лини, соединяющИ! дв точки простран- 
ства, меньше отрфзка всякой другой линш, соединяющаго тв же 
точки. (Короче, хотя и менфе точно, допущене это выражають 
такъ: прямая линя есть кратчайшее разстояще между двумя точ- 
ками); 

7) прямая лишя можеть быть прината ось вращешя той фи- 
туры, въ составъ которой она входитъ. 

Замфчане 1-0е. НЪкоторые авторы принимають одно изъ трехь 
послёдиихь допущен! за опредВлеше прямой, такъ какъ только 
прямая лишя обладаетъ свойствами, выраженными въ этихъ допу- 
зщеняхъ. 
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Замфчане 2-0е. Чаето для краткости говорять „прямая“, 
вмВето словь „прямая ляшя“, а также „прямая“ — выВсто словъ 
„отрфзокъ прямой“. Отрёзокъ прамой, ограниченный двумя точ- 
ками, называють также конечной прамой въ отлище оть прямой без- 
конечной. 

Замфчане 3-е. На чертежахь прямую линшо изображають въ 
видф прямой черты, для лучшаго проведенёя которой обыкновенно 
пользуются линейкой. Но при этомъ не должно смЪшивать изобра- 
жеше прямой съ прямою лишею, изучаемою въ Геометри: всякое 
изображене прямой имфетъь не только длину, но также ширину 
и толщину. То же относится къ изображению точки. 

Замфчане 4-е. Если (черт. 1) дана конечная прямая АВ 
д о ЛЕ И если точка ея С лежить между край- 

Черт. 1. ними точками А и В, 10 
АС -{- СВ = АВ, 
АС <АВ и СВ<АВ, 
и такимъь образомъ отрфзки АС и СВ являются частями отрЁзка 
АВ, а отрфзокь АВ-—суммою отр$зковь АС и СВ. 

Допущен1я относительно плоскости. Относительно 
плоскости въ Геометри дфлаются сафдующя допущеня: 

1) чрезь всякую прамую ‘можеть быть проведена плоскость; 

2) чрезь всякую прямую можеть быть проведено безчиелен- 
ное множество ‘плоскостей; 

3) ‘если прямая иметь съ плоскостью двф общфя точки, то 
ве точки этой прямой находятея въ данной плоскости; 

4) если въ плоскости взята прямая и дв точки по разныя 
стороны этой прамой, то всякая лишя, проведенная въ той же 
плоскости чрезь эти двВ точки, иметь съ данной прямой хоть 
одну общую точку; 

'’’ 5) если безграничную плоскость вращать вокругь прямой, 
зожащей въ этой плоскости, то каждая точка пространства при 
этомъ’совпадеть съ ЕВкоторою точкою этой плоскости. 

`Замёчане. Н$которые авторы кладуть допущеше 3-е въ 
основу `‘слдующаго опредфлевя плоскости: еели прямая, имя 
съ поверхностью кашя угодно дв обпця точки, вофми своими 
точками лежить въ этой поверхности, то эта поверхность назы- 
вается плоскостью. 

Теорема 1. Если дв точки одной прямой, при наложен 
ея на другую, совпадаютъ съ двумя точками этой посяфдней, то 
прямыя эти совпадаютъ на всемъ своемъ протяженш. 

Доказательство. Пусть (черт. 2) произвольно выбранныя точки 
М и № произвольно выбрапчой прямой АВ, по наложени этой 
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прамой на произвольно выбранную прямую СО, совпадають съ точ- 
ками Ри ( этой послдней; требуетея доказать, что' прямая АВ 
совпадеть съ прямою СЮ на всемъ своемъь протяжен.-—Для до- 
вазательства этого примемъ во внимаше допущеше 5-ое относитель- 
но прямой; дВйствительно: пусть прямая АВ нало- 

жена на прямую СГ такъ, что точка М первой м Кр 
изъ нихь совпала съ точкою Р второй, а точка `® 
М первой—съ точкою @ второй. Оть совпадешя р вр 
точки М съ точкою Р и точки М ©ъ точкою 0 
получились (допущеше относительно точекь) дв 

точки Р и (0, а черезь двВ точки Ри Ф Черт. 2. 
(допущеше 5-е относительно прямой) можно провести только одну 
прямую линшо. Стало-быть, получится въ результал® одна прямая 
СО, т.е. прямая АВ совпала съ прямой СР на всемъ своемъ протя- 
женя. Но прямыя АВ и СШ взяты произвольно; столь же произ- 
вольно взяты точки М и №. Стало-быть: если двз точки одной 
прямой, по наложеши ея на другую, совпадуть съ двумя точками 
этой посл®дней, то прямыя совпадуть на всемь своемъ протяженш. 
Что и требовалось доказать, 

Слфдетве 1-ое. Если часть одной прямой совпала съ ифко- 
торою частью другой, то 06% прямыя совпадать. — ДЪйствительно: 
если часть одной прямой совпала еъ нфкоторою частью другой 
прямой, то дв точки одной совпали съ двумя точками другой. 
А потому 06% прямыя совпадать. 

Слфдетв!е 2-ое. Если у двухь прамыхь сеть какая-нибудь 
общая точка, то это-——либо единственная общая точка этихф пря- 
мыхь, либо же, кромй этой общей точки, у нихъ безчисленное мно- 
жество общихь точекъ. —Дфйствительно, если у нихъ болве одной, 
вапр., дв обийя точки, то эти прямыя совпадутъ на всемъ сво- 
емь протяженши, а въ такомь случав у вихь общих точекь без- 
численное множество. 

ОпредВлевя. Переспкающимися называются тавя дв пря- 
мых лини, у которыхъ только одпа общая точка; общая точка двухъ 
пересфкающихся прамыхъ называется точкою перестчендя, или просто 
яереспчещемг данныхь прямых. Равными называются тащя дв® 
конечныя прямыя, изъ которыхъ одпа можеть быть наложена на 
другую такъ, чтобы концы ея совпали съ концами другой. 

Слфдетве 3-е. Если извЪетно, что ифкоторая точка нахо- 
дится въ одно и то же время на двухъ несовпадающихь прямыхъ, 
то эта точка есть точка пересёчешя этихъь двухъ прямых. — 
Дьйствительно: двф не совпадаюния прямыя могуть имфть только 
одну общую точку, —точку их пересвченя, стало-быть точка, на- 
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ходящаяся въ одно‘время на двухъь прямыхь, должна и можеть 
совпадать только съ точкою ихь пересфчевя. 

Слёдетве 4-ое. Если въ плоскости дана безконечиая прямая и 
даны дв точки по разныя стороны прамой, то прямая, соезиня- 
ющая эти двф точки, перескаетъ данную прямую. — ДЪйствитехьно: 

р если прямая ММ и точки Р и © зежать въ одной 

плоскости (черт. 3), причемъ точки Ри 0 находятся 

м по разных стороны прямой ММ, то (допущеню 4-е 

и относительно плоскости) прямыя лини ММ и РО 
непремфнно имфютъ общую точку; но такихь то- 

в чекъ у пихъ можеть быть только одна, потому что 

Черт. 3. если бы ихь было больше, напр. двЪ, то вс точкя 
прямой Р() и прямой ММ совмфстились бы, чего быть но мол 
жеть, такъ какь точки Ри) лежать по условшо внф прямой ММ. 

. Теорема 2. Если три точки, не лежапия на одной прямой 
и взятыя въ одной плоскости, по нахожеши этой илоскоети на 
другую, совпадаютъ съ тремя точками этой послЬдней, то эти 
плоскости совпадаютъ на всемъ своемъ протяжени. 

Доказательство. Пусть даны дв плоскости М и М (черт. 4) 
и пусть три точки 0, Е и Е, не лежашия на одпой прямой, вто- 
рой изъ вихь, по на- 
ложеши ея на первую, 
совпадають съ точками 
А, ВиС первой; тре- 
буетея доказать,’ что 
плоскости М и М сов- 
падуть на всемъ своемъ 
протаженш, т. е., что 
всякая точка первой 
совпадетъ съ какою-либо 
точкою второй и, обралпо, всякая точка второй совпадеть съ 
изкоторою точкою первой.—Для доказательства этого чрезъ точки 
,.Е.и Е плоскости М проведемь прямыя: ГЕ, ЕЁ и ОГи 
разсмотримъ—куда упадуть точки плоскости М по наложени 
ея на плоскость М, если точка. 0, совнадеть съ точкою А, 
точка Е—съ точкою ‹ В, и точка Ер—©ъ точкою С. Прямая 
ОЕ совиадеть съ прямою АВ, прамая ЕЕ — съ прямою ВС, 
прямая ОЕ—еъ прямою АС (теорема 1); слВдовательно ве 
точки прямыхь ОЕ, ЕЁ и ГЕ и ихъ продолжешй совпадуть еъ 
нЪкоторыми точками плоскости М. Разсмотримъ теперь точку @ 
той же ‘плоскости №, лежащую вн фигуры РЕЕ. Соединивь ее 
съ точкою 0, пайдемьъ, что прямая СО пересфчеть прямую ЕР 


Черт. 4. 
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въ нЪкоторой точь Н. Но, по упомянутомь наложеши плоскости 
№ на плоскость М, точка Н совмЪстилаеь съ нзкоторою ‘точкою 
3, такъ какъ ЮР совмёстилаеь ©ъ ВС, а точка О совмёстилась 
съ точкою А ишлоскости М; стало-быть (дхопущене 3-е отнови- 
тельно плоскости), прямая НО совмфетилавь еъ прямою А на 
всомъ протяжени. Но прямая ТА лежить въ плоскости М; стало- 
быть, точка @ плоскости М должна совмЪетиться съ нёкоторою точкою 
К. плоскости М. Точно такь же можно доказать, что веякая. другая 
точка плоскости №, лежащая вн фигуры ОЕЕ, совпадеть съ н- 
которою точкою плоскости М.—Геперь раземотримъ точку Х, 16- 
ващую въ плоскости №, но внутри фигуры РЕГ; требуется до- 
казать, что и она тоже совиадеть съ нфкоторою точкою плоскости 
М. Для доказатольства этого возьмемъ какую-либо точку У въ той 
же плоскости №, но внз фигуры ОЕЁ, и соединимъ ее съ точ- 
кою Х той же плоскости прямою УХ. Эта прямая пересфчеть 
прямую РЕ въ нЪкоторой точкВ И (елфдетвю 4-ое теоремы 1-ой). 
По. упомянутомъ наложеши плоскости № на плоскость М точка 
У совпадеть, какъ это выше доказано, съ нёкоторою точкою У, 
плоскости М. Кром того, точка прямой ХУ совпадеть съ из- 
которою точкою И, плоскости М. Стало-быть, прямая УИ упадеть 
па плоскость М и займегь въ ней положешюе нзкоторой прямой 
У,2,; елфдовалельно и точка Х прямой У совпадеть съ нЪкото- 
рою точкою Х, плоскости М (домущеше 3-е относительно плос- 
кости). 

Такиыъ образом всякая точка плоскости №, по надлежалщемъ на- 
ложеши послёдней на плоскость М (лежать ли точка на одной изъ 
прямыхь, соединяющихъ три точки плоскости М, или же вн ихь, 
чли же наконець внутри фигуры РЕГ), совиадаеть еъ ифкоторою 
точкою плоскости М. Точно такъ же докажемъ, что всякая точка 
плоскости М, по надлежащемь наложен этой изоскости на плос- 
кость №, совпадеть съ нфкоторою точкою плоскости М. Стало- 
быть, если три точки, но ложащя на одной прямой и взятыя въ 
Фдной плоскости, по наложени этой плоскости на другую, совпа- 
даютЪ съ тремя точками этой посзёдней, то плоскости совпадаютъ 
на всемъ своемъ протяженш. Что и требовалось доказать. 

Слёдетве 1-0е. Чрезь три точки, не лежащя на одной пря- 
мой, можно провести плоскость, и притомъ только одну плоскость. — 
ДЪйствительно: проведемь чрезь двф изъ отихъ точекь прямую 
(допущеше 4-ое относительно прямой); чрезъ эту прямую прове- 
демь какую-нибудь плоскость (допущене 1-0е относительно плос- 
кости) такъ, чтобы третья точка лежала вн® плоскости; примемъ, 


прямую за ось и приведемъ плоскость во вращене (допущене 7-ое 
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относительно прямой) вокруг этой оси. Плоскость когда-нибудь 
непремфнно займеть такое положенше, что третья точка совм#- 
ститея съ изкоторою ея точкою (допущение 5-ое относительно плос- 
кости). Такимъ образомь доказано, что чрезъ три точки, не лежашя 
на одной прямой, можно провести плоскость.Что чрезъ нихъ мож- 
но провести только одпу плоскость, въ томъ можно убфдиться слё- 
дующимь образомъ: еели бы мы могли провести чрезъ нихь еще 
одну плоскость, то мы получили бы дв плоскости, у которыхъ три 
обийя точки, не лежалуя на одной прямой. А тавя дв плоскости 
вполнв совмфщаются и образуютъ одну плоскость. 

Слёдстве 2-0е. Чрезъ двз пересфкающяся прямыя можно 
провести плоскость, и притомъ только одну плоскость. — Дйстви- 
тельно: если даны двЗ пересВкаюнияся прямыя, то, взяв ихъ точку 
пересВченя и взявъ, кром того, одну точку на одной изъ 
нихъ и другую-—на другой, получимъ три точки, не зежануя на 
одной прямой. А чрезь три точки, не лежашия на одной 
прямой, можно провести плоскость, и притомъ только одну плое- 
кость. 

Замфчане 1-ое. Теорему 2-ую вм$ст$ съ ея слбдетыями не 
принято излагать въ началв курса Геометри, такъ какъ доказа- 
тельетво`еял довольно трудно. Но ею всегда пользуются при даль- 
нЪйшемъ изложеши. Поэтому во веякомъ случаз необходимо знать 
сущность теоремы и вполн понималь ея смысль; доказательство же 
ея приведено здВсь лишь для большей паучной строгости. 

Замфчане 2-0е. СлБдетые 2-ое теоремы 2-ой часто выра- 
жаютъ такъ: три точки, не лежацйя на одной прямой, опредё- 
ляють нфкоторую плоскость. Это значить, что если даны три та- 
кя точки, 10 дана также и плоскость, и притомъ единственная, 
вполнВ опредфленная плоскость, которая можеть быть проведена 
чрезъ эти три точки. 


$2. няне объ окружности и о дЬБотЫять надь онубзками 
Пряжыть ли. 


Опредфлешя. Плоскою называется лин, всЪ точки которой 
лежать въ одной и той же плоскости. Пусть напр. въ плоскости 
какая пибо точка движется какимъ нибудь образомъ, не вы- 
ходя изъ нея. Точка, движущаяся въ плоскости какимъь бы 
10 ни было образомъ, опишеть нфкоторую иплоекую линшо. 
Если плоская линйя заключаеть въ себф всф точки, находяпйяся на 
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одномъ и томъ же равстояши отъ нфкоторой неподвижной точки, 
лежащей въ той же плоскости, то эта илоекая лишя называетея 
окружностью или’ круговою аишею. Та точка въ той же плоскости, 
оть которой всВ точки окружности находятся на одномъ и томъ 
зе разстоянш, называется центром. 

Если въ кахой либо лини находятся всЪ безъ исклоченя 
точки, удовшетворяющия какому-нибудь опредфленному условло, и 
если притомъ всякая точка этой лини удовлетворяеть этому усло- 
зно, то такая лишя пазывается 1вометрическиме мостом точекъ, 
удоваетворяющихь даниому условно. Веякал точка данной окруж- 
ности удовлетворяегь тому условно, что она находится въ такомъ 
ве разстольйм оть центра, вь какомъ находятся отъ него и дру- 
тя точки той же окружности; кромВ того, ни внЪ, ни внутри 
окружности нЪтЪ пи одной точки, которая находилась бы въ такомъ 
ше разстояни отъ центра, въ какомь находятся точки окружно- 
сти. Поэтому окружность можно опредфлить слВдующимь образомъ: 
окружностью, или круговою лишею, называется геометрическое 
мфето вофхь точекъ, паходящихея въ данной  илоскости отъ 
нфкоторой неподвижной ея точки въ нёкоторомъ данномъ раз- 
стояни. 

Конечная часть плоскости, ограниченная окружностью, назы- 
вается круюме. Отр8зокь окружности, ограниченный двумя ел точка- 
ми, называется дуюю. Отрфвокь прямой, соединяющий 
центръ круга съ какою-нибудь точкою окружности, д 
называется радусомь окружноети (или круга). 

Такь (черт. 5), если лишя АМВОА— окруж- 
ность, а точка С-—ея центръ, то отрфзки АМ, 
МВ, ВО, ОА этой окружности суть дуги, прямая же 
СА—одинъ изъ радусовь ея. Черт. 5. 

Допущешя относительно окружности. Относительно 
окружности въ начальной Геометрия дфлаются слфдующия допу- 
щеня: 

1) всякую точку на илоскоети можно принять за центрь 
окружности, а всякую конечиую прямую-—за ея радуеъ; 

2) окружность есть лия замкнутая. 

Замфчане. Для проведешя на чертеж окружности употреб- 
ляется извзстный приборъ, называемый зумркулеме. 

Лемма 1-ая. Если въ плоскости дана безконечная прямая, 
& на этой прямой какая-либо точка, и если эту точку принять за центръ 
какой-нибудь окружности, проведенной въ той же плоскости, 10 
эта окружность пересфчеть данную безконечную прямую в5 
двухь, и притомъ только въ ллухь точках. 
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Доказательство. Пусть въ плоскости (черт. 6) дана прямая 
АВ.и точка М на ней; пусть точка М принята за центръ окруж- 
ноети, проведенной въ той же плоскости радлусомъ, длина котораго 
равна, напр., а ед. данпы; требуется доказать, что эта окружность 

‚ а , пересфчеть данную прямую АВ въ двухъ, и при- 

томъ только въ двухъ точкахъ.—Для доказатель- 

ства этого отложимъ отъ точки М по 06% сторопы 

Вел отрЪзки, равные а ед. мёры. Окружность ра- 

дуса, равнаго а ед., есть въ этомъ случа геометри- 

ческое м8сто всБхь точекъ, отстолщихь оть точки 
Черг. 6. М на равстояши а ед.; стало-быть, точки Си р 
также должны лежать на этой окружности; такимъ образомъ”у 
данной прямой и проведенной нами окружности дзВ обийя 
точки С и 0, т. е. первая половина теоремы доказана. Остается 
доказать, что данныя прямая и окружность пересфкаются только 
въ этихь двухь точкахъ. Для доказательства этого  предпо- 
ложимъ,, что у нихъ есть еще одна общая точка В, лежащая вн 
отрфзка СО; но въ такомъ случаЪ отрёзокьъ МВ долженъ быль 
бы равняться тоже @ ед., чего быть не можеть, такъ какъ МВ > МР, 
& МО — а ед. Такъ же невозможно, чтобы окружность переевкла 
прямую АВ въ точкф, лежащей между точками С и Г. А шо- 
тому окружность пересвкаетъ. прямую въ двухъ, и притомъ только 
въ двухь точкахъ. Что и требовалось доказать. 

Задача 1. Отложить на данной прямой АВ, лежащей въ 
данной плоскости, оть данной точки М этой прямой, отрёзокъ, 
фавный данному отрЪзку а. 

а Рьшене. Принявь (черт. 7) точку М за 

== центръ, опишемь въ данной плоскости ражусомъ, 

равнымь отрфзку @, окружность. Эта окружность 

пересфчеть прямую АВ вь точкахьъ Си Ен 

4 В при этомъ отрёзокь МО, а также отрЪзокь МЕ, 

будуть порознь равны отрзку а.Итакь, мы получили 

два отрёзка МС и МЕ, удовлетворяющие требо- 

Черт. 7. — ванйо задачи. 

Задача 2. Сложить прямыя а, В, си 4. 


АННА] рее й Рышене. Для рёшеня 
РЕНН Ма этой задачи отложимъ на ка- 
кой-нибудь прямой АВ (черт. 

\ \ \ 8) по порядку вез давные 

а | | в отрёзки 0 одномё ® том 
ме ГГ) м же направлени,—при томъ 


Е 
Черт. 8. такъ, чтобы пачало приба- 


У 3. овь узалль. 


вляемаго отрЪзка совпадало съ концомъ предыдущаго. Такимъ обра- 
зомъ мы получимъ прямую ММ, равную сумм} отрфзковъ а, 6, си 4. 
Замфчаше. Въ какомь направлеши откаадывать слагаемые 
отрёзки, конечно, все равно; но въ Геометр!и обыкновенно за по- 
ложительное принимается направлеше отъ лЪвой руки къ правой, 
есхи выборъ можеть быть сдфланъ въ этомъ смыелВ. 
Задача 3. Найти разность между прямыми д и $. 
Рьшене. Пусть отрфзокъ а больше отрёзка 0 (черт. 9). Для 
рьшешя этой задачи уменьшаемый отрфзокъ откладывается на 
нфкоторую прямую АВ въ нзкоторомъ паправлени, Га 
напр., слфва направо. Пусть этоть отр®зокъ зай- ® 
метъ положене прямой СП. Потомъ откладывають 
вычитаемый отрфзокъ отъ точки Р по направлению 
прямо противоположному, т. е. справа назво. Пуеъь в 
отрЪзокъ © займеть положеше отрёзка ОЕ; тогда 
отр$зокь СЁ составляеть разность между а и 0. Черт. 9. 
Замфчане. Если вычитаемый отрзокъ равенъ уменьшаемому, 
то разность ихь считается равной нулю; если вычитаемое меньше 
уменьшаемаго, разность считается позожительною; если же вычитае- 
мое больше уменьшаемаго, то разность считается отрицательною. 
Задача 4. Умпожить прямую @ на цфлое число М. 
Р5шене. ДЪйстые умножен!я даннаго отр№зка прямой на. 
хакое-либо цфлое число можно свести къ нахожденйо суммы столь- 
кихь слагаемыхь, сколько въ данномъ цёломъь чистВ единиць, при 
чемъ каждое слагаемое должно равняться данному множимому. 
Замфчане. Для умножен!я даннаго отрЪзка на дробное число 
падо знать дфлене конечной прямой на столько равныхъ частей, 
сколько единицъ въ знаменатель дроби. Для раздёлешя же конечной 
прямой на равных между собою части недостаточно того умфтя 
пользоваться линейкой и циркулемъ, которое достаточно для сло- 
жевя отр№зковъ прямой линш, для вычитавя ихъ и для умноже- 
я даннаго отр№зка прямой лиши на какое угодно цфлое число. 
Поэтому рЬшеше задачи на умножене даннаго отрёзка прямой 
лини на дробное число изложено въ другомъ м%стВ, въ связи съ 
ученемъ о дфлеши отрфзка прямой на любое цфлое число равныхь 
между собою частей. 


$3. 0% улет. 


Опред$лешя. ДвЪ прямыя, проведенныя въ плоскости изъ 
одной сл точки нс въ одномъ и томъ же и не въ прямо-проти- 
воположныхь паправлешяхь, раздфляють нлоекоель на двф, отли- 


чающияея одна отъ другой, части. Разематривая одну изъ этихъ 
частей, мы получаемъ поняте 0 прямолинейноме уз, образован- 
номъ двумя прямыми. Поняше угла принадлежить однако же 
къ числу понят основныхъ, первопамальныхь, пе поддающихся 
опредвлению. Прямых, образуюния прамолинейный уголъ, называ- 
ются сторонами или боками угла, з точка, изъ которой проведены 
эти прямыя— его вершиною. Когда говорять объ угл, образован- 
номъ двумя прямыми линями, проведенными въ плоскости изъ точки, 
взятой на этой плоскости, то при этомъ не обращають пикакого 
внимая на длину его сторонъ. Дзя письменнаго и устнаго 0б- 
озваченя угловъ, на чертеж чаще всего ставатея три буквы: одна, 
у вершины и по одной у каждой изъ сторонъ его. При этомъ 
буква, стоящая у вершины угла, при устномъ обозначени пройз- 
носится между остальными. двумя буквами; при письменномь же 
обозначеи эти буквы записываются согласно устному. Такъ, 
наир., (черт. 10) уголь, изображенный на этомъ чертеж, на- 
„Я зываетея либо угломъь АВС, либо угломь САВ. 
Е Вирочемъ, если вершина какого-нибудь угла не 
служить въ то же время вершиною и другого 

Черт. 10. угла, то уголь можеть быть обозначенъ и часто 
обозначается одною лишь буквою, стоящею у его вершины. Когда 
говорять „уголь“, то этимь словомь для краткости замфняють 
два слова: прямолинейный уголь. Слово „уголь“ на письмЪ иногда 
замфняется знакомъ С. 

Наложить одинз ул на друюй значить наложить плоскость 
перваго угла на плоскость второго такъ, чтобы вершина и одна 
изъ сторонъ перваго угла совпала съ вершивою и одной изъ сто- 
ронъ второго, а вторая сторона перваго легла на плоскость вто- 
Того угла, но неиремфнно по ту же сторону бовпавшихь боковъ, 
по которую лежитъ второй бокъ второго, неподвижнаго, угла. При 
‚этомь могуть быть слфдующще случаи: 1) вторая сторона угла 
‚наложеннаго можеть лечь внутри второго (неподвижнаго) угла, 
2) она можеть лечь вн второго угла, 3) она можеть совпасть 
со второю стороною второго угла. Равными называются углы, изъ 
которыхъ одинъ можеть быть наложенъ на другой такъ, чтобы вер- 
шина и стороны одного угла соотвЬтственно совмветились съ вер- 
шиною и сторонами другого. Если, по надлежащемь наложен 
одного угла на другой, остальныя дв$ стороны пе совм®стились, 
то говорятъ, что уголь, внутри котораго находится несовиЪстив- 
шаяся сторона другого угла, больше этого посяБднаго. 

Пусть дань Х АВС (черт. 11), пусть сторона АВ остается 
пеподвижною, а сторона ВС вращается въ плоскости угла вокругь 


точки В и переходить постепенно на мЪста, обозначенных на чер- 
тежф пунктированными линями. Вновь полу- 
зонный такимъ образомь Х АВМ по преды- 
дущему больше даннаго угла АЗС. 

Такимь образомъ всяшй уголь прини-, 
мается за нзкоторую оеличину, которая зави-и— 
ить исключительно отъ взаимпаго 0тло- Черт. 11. 
нешя (или наклонены) сторон. 

Веямй уголь можно разематривать такъ, какъ будто онъ 
образовался отъ вращеншя вь илоскости нфкоторой прямой, выхо- 
дящей изъ точки, данной въ той же плоскости. Если представить 
себЪ, что уголь образуется неподвижною прямою, выходящею изъ 
неподвижной точки, и подвижною, проходящею чрезъ 
ту же точку и притомъ движущеюся такъ, что 
каждая точка ея описываеть часть окружности 
(черт. 12), то можно уеловилься положмлтель- 
ным угломь считать уголь, образованный движе- 
щемъ, обратнымъ движению часовой стрфлки, & 
отрицательным — уголь, образованный движешемь Черт. 12. 
того же направлешя, что движеше часовой стрёлки. 

Суммою двухь угловъ АВС и РЕГ (черт. 13) называется 
уголь ММР, который получается слВдующимь образомъ: начертивт 
< ЧР, который равенъ углу АВС, наложимъ уголь РЕЕ на пло- 
кость угла МР такъ, чтобы верши- 
на Е совпала съ вершиною М, ©10- 
рова ЕГ— со стороною №), а с1о- 
Тона ЕО заняла бы положене ММ, 
т. е. чтобы углы ММО в ОМР были 
взяты въ одномъ и томъ же смыслв 
(съ однимь и т%мь же знакомъ). 
Сложиль два. угла значить найти ихъ сумму. Вычесть одинъ 
уголь изъ другого значить, принявъ второй за сумму, а первый— 
за одно ея слагаемое, найти второе слагаемое. 

При сложеши двухь угловь можеть случиться, чтобы посль 
того, какъ сложеше выполиено. первая сторона перваго слагаемахо 
угла и вторая второго, имя прямо противоположныя налравле- 
в\я, составляли одну прямую линйо. Для большей общноети усло- 
вились принимать, что двф прамыя, проведенных въ плоскости изъ, 
нфкоторой точки ея, въ прямо противоположныхь направленяхъ, 
тоже образуютъ уголь, который въ отлище отъ другихь угловъ 
ифкоторые авторы называютъ выйрямленныме умомг. Уголь, мень- 
0 выпрямленлаго, называютъ выпуклым угломъ. Если отъ сло- 


Черт. 18. 


16 ИЛАНИМЕТРИЯ. 


женя двухъ или ифсколькихь угловь получается сумма, большая 
выпрамленнаго угла, 10 и эту сумму, для большей общиости, усло- 
вились называть тоже угломъ, но, въ отлише оть угла выпримлен- 
наго и оть выпуклаго угла, его называють угломъ оознутиме . Па- 
копець, если отъ сложешя угловь получаотся въ результал%, что 
вторая сторона послЁдияго слагаемаго совпадаегь съ первою 
порваго слагаомаго, 10 и въ этомь случав полученную сумму пря- 
вято считать за уголь, который, въ отлие от выпуклыхь, вы- 
прямленныхь ип вогнутыхь угловь, называють полным. 

При вычитани двухъ угловь в® результат вообще получается 
уголь положительный или отрицательный; по сели вычитаомое 
равно уменышаемому, то полученный резульгать, хотя онъ и ра- 
вепъ нулю, все-таки, для большей общности, называлоть угломъ, 
прибавляя при этомъ, что это—уголь, равный нулю. 

Замфчан® 1-0е. Такимъ образомъ сложеве и вычитан!е угловъ 
приводять къ обобщенио поняшя объ углВ. Принимая это обобщеще 
во внимаше, въ Геометр установлено, что дв прямыя, зежащя 
въ одной плоскости и выходяиия изъ одной ся точки, образують 
два угла, каково бы ни было направлене этихь прямыхъ. 

Замфчане 2-ое. Какъ на самомъ дфлф выполняется сложен 
или вычитан!е угловъ— здфсь показапо быть не можеть. Рушеше 
этихь задачь отнесоно къ другому параграфу этой книги. 

Замфчане 3-е. Въ пачальной Геометри обыкновенно не 
принято различать положительное и отрицательное вначеше угла; 
но это учеше настолько просто, что можеть быть введено съ 
большою пользою въ систому начальной Геометрии. 

Замфчане 4-е. Для устнаго и письменнаго обозначеня вы- 
прямленныхь и вогпутыхь угловь полезно употреблять четыре (а 
не три) буквы, изъ которыхь первая и лослвдняя указывают сто- 
роны, вторая— вершину, а тротья обозначаеть какую-либо точку, 
лежащую впутри даннаго угла. Таль 
(черт. 14), если лишя АС есть пря- 
мая, то АВОС обозначаеть одинъ, 
а АВЕС-— другой изъ выпрямлен- 
пыхь угловъ, обравованиыхь при 
вершинв В; если прямыя АВиВС 
не составляють одной прямой, 16 
совохупноеть буквь АЗС обозначаеть выпуклый уголъ, а АВОС— 
вогнутый, образованный прямыми ВА и ВС. 

Замфчане 5-е. Благодаря введенпо понят{я о положительном 
и отрицатольномь значешяхь угла, можно установить слёдующое- 
'опредвлеше наложешя угла: наложить одниъ уголь на другой зна- 


Черт. 14. 


чить наложить первый изъ нихъ на второй такъ, чтобы вершина 
и одна изъ сторонъ перваго совпали съ вершиной и одной изъ 
сторонъ второго, & другая сторопа накладываемаго угла образовала 
бы уголь того же направлешя, что и первый, неподвижный, уголъ. 

Допущен!е относительно угловъ. Относительно пря- 
молинейныхь угловъ въ Геометри дфлается слёдующее допущене: 
эсяый уголь раздфляется на данное число равныхь между собою 
частей нЪкоторыми, вполи опредфленными, прямыми, выходящими 
изъ его вершины. 

Замфчане. Съ помощью линейки и циркуля, какъ мы это 
увидимь ниже, можно раздфлить всяый уголь пополамъ, нЪкото- 
рые углы-—на три равныя части. РаздВлить же всаый уголь на 
любое число равныхь между собою частей—съ помощью линейки 
и циркуля невозможно. Но т$мъ не менфе въ Геометии допу- 
скается, что существуют прямыя, раздВаяющуя веяйй уголь на 
юбое число равныхь между собою частей, ибо въ существования 
такихь прямыхь сомнзваться невозможно. 

Опредвлене. Прямая, раздляющая данвый уголь поно, 

амъ, называется равнодьлящею этого угла, ли же биссектрисою его. 

Теорема 3. Если данъ какой-либо опредфленный уголь, 10 

ълько одна прямаз есть его равподфлящая. 

Доказательство. Пусть данъ уголь АВС (черт. 15); пусть 
прямая ВМ—его равнодфлящая, т. е. пусть она 4 
раздвляеть этотъ уголь на два равныхъ угла АВМ 
и МВО; требуется доказать, что всякая другая 
лишя, проведенная изъ той же вершины, не  Черг. 15. 
дЬлить уголь АВС на дв равныя между собою части.-—Для дока- 
зательства этого предположимъ, что прямая ВМ тоже дВлить . АВС 
на двф равныя части. Въ такомъ случа (акейома 11-я) 

ДАВМ = АВК, 
чего быть не можеть (акслома 1-ая). А потому невозможно также, 
чтобы прямая ВМ тоже была равнодфяящею даннаго угла. Стало- 
быть, У каждаго угла есть только одна равнодВлащая. Что и тре- 
бовалось доказать. 

Замфчане. Способъ доказательства, основанный на томъ, что 
доказывается невозможность предположения, прямо противорчащаго 
тому, что надо доказать въ данной теорем, называется си0С0бом5 
доказательства отз противоположнало или способом приведеня кб 
нельпости. Выше употребленъ для доказалельства теоремы 3-ей спо- 
с0бъ отъ противоположнаго. Тоть же премъ употребленъ нами 
при доказательствв леммы 1-ой, о пересфченх окружности 65 пря- 
мою, на которой лежигь ез центре. 
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Теорема 4. Вс выпрямленные углы равны между собою. 
Доказательство. Пусть (черт. 16) даны два выпрямленныхь 
угла АВС и ОЕЕ (на чертеж эзи выпрямхея- 

. ные углы для ясности заптрихованы); тре- 
.  буется доказать, что ДАВС РЕЕ.—Для 
д——*——С докавалельства этого наложимь Д АВС на 
С ОЕГЕ такъ, чтобы вершина В совнала съ 
вершиною Е, а сторона ВС пошла по сторон% 
ЕЕ; тогда сторона ВА пойдеть по сторон® 


я———№ 
2 Е т ЕО, потому что часть прямой АС совпала съ 
Чара. 16. частью прямой ОЕ (слёдетые 1-е теоремы 


1-ой); ‘такимь образомъ, сгороны одпого угла совпали, по на- 
ложены его на другой, со сторонами другого. Слало-быть, 
К АВС==/ ОЕГ. Что и требовалось доказать. 

Опредвлешя. Постоянной называется величина, которвя 
не можеть принимать различныхь значешй, & яеремюнною—ведли- 
чина, которой значешя могуть быть различны. Такъ, напр., уголь 
вообще есть перемфнная величина, & вся данный уголь, въ 1омъ 
числ и уголь выпрямленный — величина постоянная. Ирямымв 
умломг называется уголь, равный половинв выпрямленнаго угла. 

Замфчане. Кажъ раздфлить выпрямленный уголь пополамъ— 
мы увидимь ниже. 

Теорема 5. Веб прамые углы равны между собою. 

Довазательство, Пусть дапы два прямыхъ угла; требуется 
доказать, что они равны между с0бою.—Для доказательства э10г0 
примемъ во внимание, что вояюй прямой уголь есть половипа нф- 
когораго выпрямленнаго; всВ выпрямленные углы равны между ©0- 
бою (чеорема 4-29); стало-быть, и вов прямые углы тоже между 
собою равны (авс1ома 11-ая). Что и требовалось доказать. 

Опредвленйя. Всямй уголь, который меныпе прямого. на- 
зывается острым; всявй уголъ, который больше прямого, но меньше 
выпрямленнаго, называется муйыме. 

Замфчане. Величина прямого угла есть величина постоянная; 
се принято обозначать буквою ( латинскаго алфавита (начальною 
буквою слова атой, означающаго по-французеки „прямой“). 

Теорема 6. Если дв прямыя. взягыя въ одной и той же 
плоскости, взаимно пересфкаются и если одинъ изъ образован- 
ныхь при эгомъ угловъ есть уголь прямой, 10 п оелальные тря 
угла тоже прямые. 

Доказательство. Пусть (черт. 17) прямыя АВ и СО лежать 
въ плоскости чертежа и пересфкаются въ точкё М и пусть при 
этомъ одинъ изъ угловъ, напр., . АМС == 4: требуелся довазаль, 
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то каждый изъ остальныхь угловь СМВ, АМР и ОМВ — тоже 
рямой уголь. Для доказательства этого примемъ во вниман!е, что 


зли Д АМС == 4, тои Д СМВ =, кахь влорая с 
оловина выпрямленнаго угла АМСВ, котораго 

дну половину составаяеть ХАМОС; точно также м в 
САМО = 4, каюъ вторая половина другого вы- 4 


ззмленнаго угла СМА, котораго одну половину 

оставляеть / АМС; наконецъ. и / ОМВ == @ какъ З 

торая половина выпрямленнаго угла АМОВ, ко- Черт. 11. 
ораго первую половину сославляеть / АМО. Такимъ образомъ 
аждый изъ остальныхь угловь СМВ, АМО и ОМВ— есть уголъ 
фямой. Чго и тробовалоеь доказаль. 

Опредфлешя. ДвЪ прямыя, лежапия въ одной изоекоети, 
азываются озамно - перпендикулярными прямыми, если он обра- 
уютъ одна съ другою прямые углы. Поэгому товорятъ, что сто- 
юны прямого угла взаимно-периендикулярны. Прямая, перпенди- 
ударная къ другой, называется также иериендикуляромь къ ней. 

Теорема 7. Если дана точка на прямой, лежащей въ ило- 
дости, то изъ э10й точки въ данной плоскости къ этой пря- 
10й можеть быть проведенъ золько одинъ перпендикутяръ. 

Доказательство, Пусть (черт. 18) дана прямая АВ, находя- 
цаяся въ плоскости чертежа. и точка С на этой прямой; пусть 
трямая СР перпендихулярна къ прямой АВ; тре- р 
зуется доказать, что всякая другая прямая, выхо- 
чящая изъ той же точки и лежащая въ той же 
плоскости, не перпендикулярна къ данной прямой. — 
Для доказательства эгого примемъ во внимаще, чло 
прямая СО раздфляеть уголь АСШВ нополамъ, 
& У воякаго угла есть только одна равнодвля- 
щая (теорема 3-я) Стало-быгь, изъ точки С, взятой на прямой 
АВ, въ данной плоскости можеть быть проведешь только одинъ 
перцендикуляръ. ТВ же разсужденя могуть быть повторены отно- 
сительно всякой прямой и всякой точки взятой на ней, а потому 
изъ данной точки, взятой на прямой, лежащей въ данной плоскости, 
ВЪ ЭТОЙ плоскости кЪ этой прямой можеть быть проведен только 
олянъ перпендикуляръ. Чзо и требовалось докаваль. 

Опредлен1е. Углы, у которыхь вершина и одна сторона 


обиця, а прошя дв стороны лежать на одной прямой и вт прямо 
противоположныхь другъ другу направленяхь назы- 5 
Е 
9 й 


заются смежными умами. Такъ (черт. 19), ели сто- А 

роныЕА и ЕС лежать на одной прямой и поямо про- Черт. 19. 

тивопотожны другъ другу по направленю, то сторона ЕП есть 
2 


с в 
Черт. 18. 
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общая „сторона данныхь двухъ угловь АЕО и ОЕС, вершина 
Е-—ихъ общая вершина, & углы АЕР и РЕС—углы смежные. 

Теорема $. Если данные углы—углы смежные, то сумма ихъ 
равна 24. 

Доказательство. Пусль ДАЕС и ДСЕР — углы емеж- 
ные; требуется доказать, что сумма ихъ равца 24.—Для доказа- 
тельства этого примемъ во ввимаше, что сумма двухъ смежныхь 
угловъ равна выпрямленному, а выпрямленный уголь равенъ двумь 
прямымъ, слБдовательно (акс1ома 5-я) сумма двухъ смежныхь угловъ 
равна двумъ прямымъ. Что и требовалось доказать. 

Теорема 9. Если изъ вершины оетраго угла въ той же 
плоскости провести перпендикуляры къ сторонамъ его, то одинъ 
изъ угловъ, образованныхь этими перпендикулярами друг еъ дру- 
гомъ, есть уголь острый. , 

Доказательство, Пусть (черт. 20) Д АВС острый; пуеть изъ 
точки В проведены прямая ОД., перпендикулярная къ прямой АВ, 

р и прямая ЕЕ,, перпендакулярная къ ВС; требуется 
Е доказать, что одинъ изъ угловь ОВЕ, РВЕ,, Е, ВО, 
и О,ВЕ есть уголь острый.—Для доказательства 
4 этого разсмотримъ любой изъ этихъ угловъ, напр., 
1 ДВЕ. Прикавъ во внимаве, что . СВЕ есть 
9, Е, уголь прямой, получим, что 
Черу. 20. ЕОВЕ =а— Д СВр. 
Стало-быть, С РВЕ острый. Если бы мы разсмотр$ли вмфето угла 
ПВЕ другой уголь, напр., ОВЕ‚, то мы убфдились бы, что онъ 
тупой, и что тахимь образом  ОВЕ изн . О, ВЕ, — углы острые, 
Стало-быть, если изъ вершины остраго угла въ той же плоеко- 
сти проведепы перпенхикуляры къ сторонамь его, то одинъ изъ 
угловъ, образованпыхь этими перцевдикулярами другъ съ другомъ, 
есть уголь острый. Что и требовалось доказать. 

Замфчан!е. Эта теорема справедлива также и для перпендикуля- 
ровъ, проведевныхь въ плоскости тупого угла къ сторонамь его; 
ибо стдить только продолжить одинъ изъ боковъ тупого угла въ 
противоположную сторону, и мы получимъ разсмотр$нный случай. 

Опдврелеше. Прилежащими друг кс друзу называются два 

р угла, у которыхь общая вершина и обций бокъ, 

& проще два бока лежать по разныя стороны 

‚А Эт0то общаго бока. Такъ (черт. 21) АВС и АВО 

суть прилежано углы, а АВС и ОВС не представ- 

в с ляють угловъ прилежащихь. О двухъ углахъ, сумма 

Черт. 21.  которыхъ равна одному прямому (или двумъ прямым) 
товорятъ, что они дополняютг друзв дру 90 одною прямо (д0 двухг 
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ирямыхв); нзкоторые называть углы перваго рода взаимно-допол- 
знотельными, а углы второго рода —заимно-пополчительными углами. 

Теорема 10, (обратная теорем 8-ой). Если два приле- 
хащихь другь къ другу угла взаимно дополняютъ другъ друга 
до двухь прямыхь, то таюе углы еуть углы смежные. 

Доказательство. Пусть (черт. 22) углы К 
В$С и ВЗА суть углы, прилежащие другь къ дру- ‚я и 
гу, и пусть далфе Черт. 22. 

5 ВЗА -- С В$С = 24; 
требуется догазать, что прямыя АБ и С5 составааютъ одну пря- 
мую линйо. —Для доказательства этого предположимь, что ЗА не 
составляеть продолжешя прямой С; но въ тажомъ случа ея 
продотжешемь должна быть какая-нибудь другая прямая линёя. 
„Предположимъ, напр., что КЗ составляеть продолжене лини 08; 
тогда (теорема 8-84) 
ХКЗВ -- ДВС == 24. 
Откуда выводимъ, что (акстома 6-ая): 
С А5В -- Х В9б = = КЗВ - (. ВВ; 
отнявъ оть этихъ равпыхъ суммъ поровну, & именно по углу ВС’ 
получимь (акоома 8-ая), что 
К АЗВ = С КЗВ, 
т. в. получимь, что цфлое равно своей части, чего быть не мо- 
жеть (акфома 1-ая). Стало-быть, предиоложеше, сдфланное нами, 
несправедливо, 1. ©. прямая КЗ не можеть быть продолженемь 
прамой 5С. Точно такъ-же убёдимся, что никакая другая прямая, 
кромБ прамой БА, не можеть быть продолжешемк прямой 50; 
сафдовательно прямая ЗА должна быть продолжевшемъ прямой БС. 
Что и требовалось доказать. 

Замчане. Въ составь всякой теоремы входять одно или и#- 
СЕОЛЬКО Слой и ОДИН 650008, или заключене. Такъ, напр., въ 
теоремЪ, что всф прямые углы равны между собою, ублове со- 
стоить въ томъ, что данные углы суть углы прямые, а выводь—вЪ 
томъ, что они равны между собою. Болф6 явственнымъ дфлаетея 
составъ этой теоремы тогда, когда она выражена въ слёдующей 
формВ: если данные углы — прямые, то эти углы равны между 
собою. Предложеше, вт, которомъ одно изъ условй данной теоремы 
звляетея выводомъ, а выводъ-—однимъ изь условй ся, называется, 
ло отношению къ данной теоремф, обратныме предложешеме. Такъ, 
запр., предложене, обратное теорем} о равенствВ прямыхъ угловъ, 
гласить: если данные углы равны между собою, то они прямые. Но это 
предложеше не справедливо, такъ какъ два угла могутъ быть равны 
„между собою. вовсе не будучи зрямыми углами. Одцако бываютъ 
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случаи, когда предложеше, обратное данной теорем, тоже спра-- 
ведливо; тогда это предложен!е называется обрелиной зпеоремой. 
Такъ, напр., теорема 8-ая гласить такъ: если два прилежащихь 
‚другъь къ другу угла суть углы смежные, то сумма ихъ равна 
двумъ прямымъ. Обратное этой теорем$ предложене гласить такъ: 
еели сумма данныхь двухъ угловъ равна двумъь прямымъ и еели 
это углы прилежацие, то данные углы смежные. Это обратное 
предложене справедливо, и потому оно представляеть собою тес-- 
рему, обратную теорем 8-ой. 

Опредв лее. Посльдовательно-лежащими условимся пазы- 
звать углы, имбюще общую вершину и лежание въ одной плос- 
кости такъ, что, считал въ извветномь направле- 
ша, вторая сторона перваго угла составляеть 

_ первую сторону второго угла, вторая сторона второго 
р угла первую третьяго ит. д., т. е. лежашие такъ, что 

\ всф углы предетавляютъь собою слагаемыя` одной 
А № @ и той же суммы. Такъ (черт. 23) углы АБВ, 

Черт. 28. 890, СЗО и ОЗЕ суть углы послдовалельно-ле- 

жае. 

Теорема 11. Если дано нЪфеколько послВдовательно-лежа- 
щихь угловъ, у которыхь первая сторона перваго угла и вторая 
сторона послздняго составляютъ одну прямую лин!о, то сумма вевхь, 
‚этихь послфдовательно-лежащихь угловъ равна 94. 
Доказательство. Пусть (черт. 24) даны послдовательно- 

лежание углы ЕЗЕ, ЕЗО, 080, СВ и ВЗА к 
6 р пусть ЭР и БА составляютъ одну прямую лин!о; 
требуется доказать, что сумма ихь равна 24. — 
Для доказательства этого примемъь во вниманше, 
й 920 сумма веёхь этихъ угловъ равна выпрямлен- 
8. ному углу, т. е. сумма ихъ равна двумъ прямымъ. 

Черт. 24. Что и требовалось доказать. 

Замфчане. Эту теорему короче, хотя и менфе точно, выра- 
жають слёдующимъ образомь: сумма угловъ, хежащихь по одну’ 
сторону прямой, равна 24. 

Теорема 12. Сумма поел6довательно-лежащихь угловъ, со- 
ставленныхь прямыми, выходящими изъ одной 
точки на плоскости, равна 44. 

Доказательство. Пусть (черт. 25) даны послф- 
с довательно лежащще углы АЗВ, В$0, С80, 05Е, 
ЕЗН и НЗА; требуется доказать, что сумма ихь 
и я равна 44.--Для доказательства этого продолжимъ 

Черт. 25. одну изЪ сторопъ одного изъ угловъ, напр., сторону 


В 


у3. овъ угалхь. 


С$ угла 050; получимъ двЪ совокупности угловъ, посл6довательно- 
лежащихь по разныя стороны прямой КО. Сумма данныхь угловъ 
равна сумм ‘угловъ, такимь образомь полученныхь, (аксома 3), 
т. е. равна (теорема 11) 44. Что и требовалось доказаль.. 

Слёдстве. Если изъ одной точки на плоскости проведены 
въ этой плоскости двф прямыя, то сумма обоихь угловъ, при 
этомъ образованныхь, равна 44. —ДФИствительно: сумма ихъ равна 
сумм двухь выпрямленныхь угловъ. 

Замфчане. Термины „выпрямленный уголь“ и „полный уголь“, 
введенные выше, приняты не всфми авторами по предмету. Геомет- 
и; вмбсго этихъ терминовъ часто говорять: уголъ, равный двумъ 
прямымь, и уголь, равный четырем прямымъ. 

Опредлен!е. Если каждый изъ боковъ даннаго выпуклаго 
угла продолжить въ противоположную сторону, то образуется че- 
тыре выпуклыхь угла. Два угла, въ которыхъ стороны одного 
составляютъ продолженшя сторонъ другого, называются вертикал- 
ными или противоположными. Такъ (черт. 26) углы АВВ и ЕЗО 
суть углы вертикальные, если 5 есть продолжеше 45, а 5Е 
есть продолжеше 5В; при тзхь же усломяхь углы 
АБЕ и ВО суть тоже углы вертикальные. 

Теорема 13. Вертикальные углы  равим о, 
между собою. ы В 

Доназательство, Пусть (черт. 26) Д АБВ и 
С. ОЗЕ суть углы вертикальные; требуется дока- № 
зать, что Черт, 26. 

С АЗВ = д О8Е. 
Для доказательства этого примемъ во вниман!е, что (теорема 8) 
С А$В + С АБЕ = 94. 
Точно также 
5 0ЗЕ -- С АБЕ == 94. 
Отуда (акоюма 6-ая) 
ДАЗВ -- ХАЗЕ == ХОЗЕ -- Д АЗЕ. 
Стазо-быть (аксома 8-ая) 
ХАЗВ = ХЪЗЕ. 
Что и требовалось доказать. 

Замфчане, Можно условиться вертикальными углами считать 
не только выпуклые углы, обладающуе тмъ евойствомъ, что сто- 
роны одного суть продолженя сторонъ другого, но также и во- 
тнутые углы, удовлетворяющие этому условию. Тогда доказаннаял 
выше теорема остается справедливой также и для этого случая. 
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Теорема 14. Если изъ двухъ точекь прямой, взятой на 
плоскости, провести въ этой плоскости двз прямыя, нерпепдику- 
чярныя къ этой прямой, то эти дв прямыя не пересзкутся, какъ 
бы далеко ихъ ни продолжали. 

Доказательство. Пусть (черт. 27) дана въ плоскости чертежа, 
прямая лишя АВ и пусть изъ точекъ С и Ш этой прямой въ той 
же. плоскости проведены дв прямыя СЕ и ОЕ, пернендикулярныя 
къ прямой’АВ;“ требуется доказать, что эти двЪ прямыя не могуть 
пересфчься, какъ бы далеко мы ихъь ни продолжали. — Для дока- 

Е и  зательетва ‘этого продолжимъ прямыя ЕС ин ЕО 
по другую сторону прямой АВ до точекь @ и 1. 

с |р Примемъ прямую СО за ось вращен!я и повернемъ 

я в верхнюю часть полученной фигуры, т. е. фигуру 
АЕСОЕВ вокругъ’ оси до совмфщешя плоскости 

& 1 этой послёдней фигуры съ плоскостью фигуры 

Черт. 27. АОСТОВ. Такъ какъ ЕС по условно периендику- 
зарна къ АВ, то Д ШСЕ, какъ прямой, совыфетится при этомъ 
съ угломь 0С@, ибо и этоть поетВдый уголь тоже уголь пря- 
мой; по той же. причинв прямая ОЕ совмфститея съ прямою ТТ. 
Такимъ образомъ получимь, что если бы СЕ и ОЕ по продол- 
жеши пересфклись, тои прямыя С@ и ПТ тоже перееклись 
бы, а въ такомь случаз прямыя Еб и Е нифли бы двВ общуя 
точки, т. ©. должны были бы (теорема 1) совмЪфетиться; чего 
быть не можеть по самому ихъ положенио на плоскости, Стало- 
быть, если изь двухъ точекъ иЪфкоторой прямой, взятой въ 
данной плоскости, провести въ этой плоскости двВ прямыя, 
перпендикулярных къ этой прямой, то эти двз прямыя не мо- 
гуть пересфчься, какъ бы далеко ихь пи продолжали. Что и 
требовалось доказать. 

Опредвленя. ДвЪ прямыя лини, находянйяея въ одной и 
той же плоскости и не пересфкаюнцяея, какъ бы далеко ихъ ни 
продолжали, называются параллельными. 

5 Если въ данной плоскости (черт. 28) даны 
кавя-нибудь дв прамыя и если онз пересфчены 
какою-нибудь третьею, то эта посяЪдняя навы- 
>; вается спнущею. СЪкущая образуеть съ двумя пра- 
мыми, ложащими въ одной съ нею плоскости, восемь 

и угловъ. На чертеж эти углы по порядку обозначены 
Черт. 28. малыми буквами латинскаго алфавита: а, 0, с, 

в, 9, в, В. (При этомъ ни одинь изъ угловь не обозначенъ 
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буввою @, такь какъ этою буквою обыкновенно принято 0бо- 
значать только прямой уголъ). Угламь, лежащимь по одну 
<торову данныхъ прамыхь и по одпу сторову сЪкущей, присвоено 
назваше соотвътственныхв: такъ, углы фи д суть углы соотв%т- 
ственные, и соотвтственными являются также углы еи К аи 
сие. Угламь, лежащимьъ по одну и ту же сторону сВкущей, но 
по разныя стороны данныхь прямыхъ, присвоено назваще одно- 
стороннихь угловъ, причемъ одни изь нихъ называются внутрен- 
ними односторонними, & друме —внъшними односторонними. Такъ, 
углы, Фи К суть внфшне односторонне, е и /—внутренше одно- 
<торонше, а п #—внвшше односторонне, си / внутренние одно- 
сторонше. Угламъ, лежащимъ по различныя стороны данныхъ пря- 
мыхь и по различныя стороны сзкущей присвоено назване на- 
креств-лежащихе; при томъ одни изъ нихъ называются внутрен- 
ними накреств-лезюощими, & друше — внъшними накреств-лежа- 
зиими. Такъ, углы ® и $ суть углы внфши!е накресть-лежаще, 
ск [ внутреные накрестъ-лежаще, а и { — внфшее накресть- 
зежание, с п 9—внутренше накресть-лежашие. Эти названя при- 
ыфннются какъ въ случаяхъ, когда данныя прямыя не параллельны 
другъ другу, такъ равно и въ случаях, когда онф другь другу 
параллельны. 

ы `Двз прямых, лежаши въ одной плоскости и пересбченных 
третъею, условимся для краткости называть системою трезз пря- 
мых. 

Теорема 15. Если въ системф трехъ прямыхь два соотвфт- 
ственныхь угла разны между собою, то и проще соотвЪтетвенные 
углы этой системы тоже равны между собою. 

Доказательство. Пусть въ систем (черт. 29) 
ИЬ=— 9; требуется доказать, что Да == ДГ, 
Ие= И де== 4. —Дая доказательства этого 
примемь во внимане, что (теорема 8 иакеюма 6), 

да- = 
отнявь отъь обЪихь частей равенства поровну, по- 
лучимь (акоюма З-ая о величинахь), что’ 
Да 
Точно такъ же докажемь, что остальные соотвфтетвенные углы 
равны между собою. Что и требовалось доказалъ. 

Теорема 16. Если въ систем трехъ прямыхь два соотвфт- 
ственныхь угла равпы между собою, то и внутренше накрестъ- 
лежане углы этой системы, а также внфшые накресть-лежание 
углы ея равны между собою. 

Доказательство. Пусть (черт. 80) ДЬ== 9; требуется 
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доказать, что Де= Ду, Дед, Да=Дь (=. 
Для доказательства этого замфтимь, что (теорема 13-ая) 
де = с; но по условшю До 9; 
стало-быть (акаома 6-24) Дс= Д дут. е. два внутреннихь на- 
хрестъ-лежащихь угла равны между собою. 
Зная, что Де= Дун 110 Де-- Де= ДАК, 
Убфдимея, что Д/= Де; т. е. друме два внутренше накрестъ- 
и зежапце угла равны между собою. 


, Зная далфе, что 
дань Деда ДИ 
= убвдимен, что (акслома 5-я) Да= Дьт.е. что 
"ВЕ два внфшнихь накресть-лежащихь угла равны меж- 

в ху собою. 
Черт. 30. Зная, наконець, что Дй == 9, Д9= 6, 


Ис == 6, найдемъ, что ХХ 0== ДА, т. е. ч1о друме двь 
внфшие накрестъ-лежание угла равны между собою. Стало-быть, 
еели въ данной системВ трехъь прямыхь два соотвЁтственныхь 
угла равны между собою, то и внутренне накрестъ- лежаще, & 
также внфшие накресть-лежание углы, тове равны между собою. 
Что и требовалось доказать. 

Теорема 17. Если въ данной систем трехъ прямыхь два 
соотвфтетвенвыхь угла равны между собою, то сумма каждыхь 
двухь внутреннихь одностороянихь, а также сумма каждыхь двухъ 
внфшнихь одностороннихь, равна 24. 

Доказательство, Пусть въ данной систем» (черт. 30) (6 = 9; 
требуется доказать, что 

Де Ду= Де ДЕЗ 
До :=94и Ха-+ /1=94. 
Для доказательства этого примемъ во внимане., что 
де хь== 24; 
вставив (аксома 5-аз) въ это равенство выфето угла 0 равный ему 
шо условю 29, получимъ 
У де 42% 
ветавивь въ 10 же равенство вмето угла е равный ему Дл а 
выфсто угла 9 равный ему Сс, получимь Х/-- (с== 24 или 
Ц) ие /=24; 
вотавивъ далфе въ то же равенство выфето угла с равный ему 
4, а выфето угла д равный ему 5, получимь /$-- ( 6==24 или 
Ш) 26+ (:=24; 
вотавивъ, наконедь, въ то же равенство вифсто угла е равный 
ему Са, а выфсто угла 9 равный ему 1, получимь 
Е) Ха иА=24. 
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Такамь образомъь мы получили, что если два соотв®тетвенныхь. 
угла данной системы трехъ прямыхъ равны между собою, то сумма 
любыхь двухь внутреннихь или любыхъ двухь внзшнихъ односто- 
роннихь угловь равна 24. Что и требовалось доказать. 

Замфчане, Теоремы 15, 16 и 17 убёждають наеъ въ томъ, 
что равенство, въ систем трехъ прямыхь лин, двухь соотв%т- 
ственныхь угловъ другь другу ваечеть за собою слфдующий рядъ 
равенствъ: равенство остальныхь соотьфтетвенныхь угловъ другь 
другу, равенство накреетъ-лежащихь, равовство суммы любыхъ 
двухъ внутреннихь одностороннихь и еуммы любыхь двухъ внфш- 
нихь одностороннихь угловъ двумь прямымъ. Ниже приведены 
въ систему теоремы, обратныя этимь теоремамъ: 

Теорема 18. Если въ данной систем трехь прямыхь ли- 
Ш кав1е-нибудь внутренне накресть-лежане углы равны можду 
собою, то: 1) соотвётетвенные углы тоже равны между собою; 
2) остальные два внутренне накресть-лежаще угла равны между со- 
бою; 3) выфшие накресть-лежанце равны между собою, и 4) сумма 
одностороннихь угловъ (ввутреннихь или вифшнихъ) равна 24. 

Теорема 19. Есла въ давной систем трехъ прямых ли- 
в! каюе-нибудь два вившв!е накресть лежаище углы равны между 
собою, то: 1) остальные два внфшнихь накреств-лежащихь тоже 
равны между собою; 2) внутренше накресть- лежаше равны 
между собою; 3) соотвфтетвенные углы равны между с0б0ю, и 
4) сумма одностороннихь углов (внутревнихь или вифшнихЪ,) 
раввы 24. 

Теорема 20. Если въ данной систем трехь прямыхъ лин 
суммакакихь-либо двухъвнутреннихъ односторонних угловъравна 24, 
то: 1) вумма остальныхь двухъ внутреннихь одвостороннихъ равна 
двумъ прамымь; 2) сумма вифшнихь одностороннихъ равна двумъ 
ирямымь; 8) соотвфтственные углы равны между собою, и 4) на- 
крестъ-лежание углы равны между собою. 

Теорема 21. Если въ данной систем трехъ прямыхь лин й 
сумма какихъ-либо двухъ внфшцихь односторонних угловъ равна 
24, то: 1) сумма остальныхь двухь внфшнихь одностороннихь 
равна 24; 2) сумма внутреннихь одностороннихь равна’ 24; 3) со- 
отвётственные углы равны между собою, и 4) накресть-лежане 
углы равны между собою. 

Доназательство этихт четырехь теоремь предоставляется 
учащемуся, таюъ какь оно можеть быть поведено въ томъ же 
родф, какъ и докавательство теоремь 15, 16 и 17. 

ОпредБлене. Если какое-либо предложеше отличается 
оть другого только тФыъ, что и усломе, и заключеше ихъ 
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В же, но въ одномъ предложени они оба снабжены отрицайемъ, 
то каждое изъ нихъ называется по отношению къ другому #7р0- 
эпивоположнымв. Если противоположное данной теорем предложе- 
зе справедливо, то опо называется эротивоположною теоремою. 
Слфдуюцщия теоремы противоположны доказапнымь выше: 

Теорема 22, (противоположная теоремамъ 15, 16 и 17). 
Если два соотвётственныхь угла данной системы трехъ прямыхъ 
не равны между собою, то: 1) остальные соотвфтственные углы 
тоже ле равны между с0бою; 2) внутренше (& также внфши!е) 
накреетъ-лежане углы не равны между собою; 3) сумма внутрен- 
нихъ (а, также внЪшнихъ) односторопнихъ не равна двумъ прямымъ. 

Теорема 23, (противоположная теорем 18 и 19). Если два 
накрестъ-лежание угла не равны между собою, то: 1) остальные 
накресть-лежанце углы не равны между собою; 2) соотвЪтствен- 
‚ные углы не равны между собою; 3) сумма впутреннихъ (& также 
внфшнихь) одностороннихь угловъ не равны между собою. | 

Теорема 24, (противоположная теорем 20 и21). Если сумма 
двухъ внутреннихъ (или внъинихъ) одностороннихь угловъ не равна 
двумъ прямымъ, 10: 1) сумма остальныхь внутреннихь (или внфи- 
нихъ) одностороннихь не равна двумъ прямымъ; 2) соогвфтетвен- 
вые углы не равны между собою; 3) накрестъ-лежанце углы ие 
равны между собою. 

Доказательство этихъ трехь теоремъ предоставляется уча- 
щемуся, такъ какъ оно очень просто, если его повести способомъ 
отъ противоположнаго. 

Теорема 25. Если въ систем трехъ прямыхь лин внут- 
ренше накрестъ-лежанце углы равны другь другу, то прямыя, 
образующия съ сЪкущею эти углы, параллельны. 

Доказательство. Пусть (черт. 31) даны прямыя АВ и ©), 
пусть сВкущая ЕЁ пересфкаеть эти двЗ прямыя въ точкахь би 
в Н, пусть она образуеть съ ними внутренше па- 
В крестъ-лежаще углы аи, и пусть наконец 

С а= 26; требуется доказать, что прямыя АВ и 

С параллельны.—Для доказательства этого обер- 
Мы немъ фигуру ВОНГ въ плоскости чертежа вокруг 
точки Н, такъ чтобы лишя НО совм стилась съ ли- 
н1ей НС. Такъ какъ ХФ = Сс, какь вертикальные, 
то Н@ совмфстится съ НЕ, причемъ точка @ займетъь поло- 
жеше нфкоторой точки Т,, а прямая СВ— положеше прямой 2М. 
Посл этого наложимь фигуру СНЬМ, т. е. фигуру В@НО 
на фигуру А@НС такъ, чтобы прямая НП совмфветилась съ 
прямой @Н. Такъ какъ по условю Ха= СБ, то (теорема 18) 


Ы 
Черт. 31. 
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Да= ос, и потому прямая СН фшуры СНЫМ совпадетъ еъ 
прямою АС. Но, если Ха= В, 10 Де== ( (теорема 18), 
т. е ДМИ = Ара потому сторона М фигуры СНЕМ сов- 
падеть со стороною НС фигуры АСНС, т. е. фигура ВОНО 
можеть быть наложена на фигуру АбИС такъ, чтобы онз совер- 
шенно совпали. Если бы мы поэтому предположили, что прямыя @В 
и КП по продолжен пересфкутся, то и прямыя СА и НС тоже 
пересвклись бы, и такимъ образомъ прямыя АВ и СО, занимаю- 
пя различныя положеня въ плоскости, должны были бы имфть 
двБ общая точки, т. е. должны были бы (теорема 1) совмЪетиться; 
чего быть не можеть; стало-быть, эти прямыя должны быть па- 
разллельны другъ другу. Что и требовалось доказать. 

Слфдетве 1-0е. Если въ сислемВ трехъ прямыхъь лин! со- 
отвЪтетвенные углы равпы между собою, то двЪ прямыя, обра- 
зующия еъ третьею эти углы, параллельны. —ДЪйствительно: если 
соотвтетвенные углы данной сислемы равны между собою, то 
(теорема 16) внутрепи!е накресть-лежанце тоже равны; а въ та- 
комъ случа прамыя параллельны. 

Слфдетве 2-0е. Если въ системВ трехъ прамыхь лиш внфш- 
не накрестъ-лежацие углы равны между собою, то двЁ прямыя, 
образующия съ третьею эти углы, параллельны. — Доказательство 
ведется такъ же, вакъ для слёдетвя 1-го. 

Сльдстве 3-е. Если въ системВ трехъ прямыхь лин сумма 
внутреннихь (или внЪшнихь) одностороннихь равпы 24, то дв 
прямыя, образующия съ третьею эти углы, параллельны. —Доказа- 
тельство ведется такь же, какъ для слфдетвя 1-го. 

Замфчане. Теоремы, обралныя теоремВ 25 и тремъ слд- 
стыямь изъ нея, не могуть быть вполиВ точно доказаны 
безь ифкотораго допущеня относительно системы трехъ прямыхь 
лин. 

Теорема 26. Если въ системВ трехъь прямыхь сумма 
хавихь-нибудь внутреннихь одностороннихь угловь меньше 24, 
10 сумма остальныхь двухъ внутрепнихь одностороннихь угловъ 
больше 24. 


Доказательство. Пусть (черт. 32) ‚в 
До (е<3а; "РМ 
требуетел доказать, что а —в 
Иа > 24. Е ВЕ 


Дая доказательства этого примемъ во вниман!е, что 

ДЪ- Хе-+ Ха+ (с==44. # 
Отнаръ отъ обфихь частей этого равенства части чЧерг. 32. 
даннаго неравенства 
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о (е< 34, 
шолучимь, на основаши акс1омы 10-0й, что 

да-- {сз 24. 
Что и тробовалось доказавать. 

Допущеше относительно системы трехъ нрямыхь 
лин Й. ‘Относительно системы трехъ прямыхь лишй дфлаетея 
слёдующее допущене: Если двЪ прявыя переебкаются третьею и 
три этомъ сумма внутреннихъ одностороннихь угловъ не равна 
24, то эти дв прямыя лини по достаточномъ продолжени должны 
ъпересвчьея въ сторону меньшей суммы. 

Замфчанге 1-ое, Это допущеше известно въ наук подъ именемь 
„Евклидова постулата, или одиннадцатой акс1омы Евклида, по именя 
славнаго греческаго геометра Евклида, который жиль въ П в. до Р. 
Хр. и первый даль образцовое, классическое изложене учен гео- 
метр!и въ своихъ знаменитыхь „Началахъ“. Евклидовъ постулатъ 
предетавляеть. собою предложене противоположное предложению: 
если въ систем трехъ прямыхъ лин сумма двухъ внутреннихь 
одностороннихь угловь равна 24, то двз лиши, пересзкаемыя 
третьей прямою, параллельны (елфдетые 3-е изъ теоремы 25). 

Постулать Евклида не можеть быть доказанъ. Несмотря на 
36$ усищя геометровъ, до сихъ поръ не могла быть доказана ни 
одна изъ теоремъ, обратныхь теорем 25 и слБдетмямь ея. Он% 
могутъ быть доказаны, если принять одно изъ нижензложенныхь 
предложевй за аксюму. Но это было бы только ни къ чему не 
зедущимь отетуилешемъ отъ классическаго према, употребленнаго 
Евклидомъ; ибо отъ этого не уменьшилось бы въ Геометраи число 
аксомъ и’ допущен. 

Замбчане 2-ое. За постулать можно было бы принять также 
одно изъ слбдующихь равносильныхь ему предложенй: 1) если 
при пересфчени двухъ прямыхь третьею сумма какихъ-нибудь 
внфшнихъ. одностороннихь угловъ не равна двумъ прямымь, то 
эти двё прямыя по досталочномъ продолженш пересвкутся въ сто- 
фону большей ихъ суммы; 2) если при пересфчеши двухь прямыхь 
третьею каше-нибудь соотвфлственные (или павресть- лежащие) 
углы не раввы между собою, то эти двф прямыя пересзкутся по 
ту сторону сфкущей, гдВ внутренне односторонше углы, будучи 
сложены, дають меньшую сумму. Евклидову постулату выше от- 
дано преимущество какъь потому, что онъ принать въ большин- 
етвЪ сочинен!й по предмету геометри, появившихся нослв Евелида, 
такъ и потому, что сумма внутреннихь одностороннихь угловъ 
наилучшимъ образомъ характеризуеть пересфкаемость или непо- 
реезкаемость данныхь двухъ прямыхъ. 
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Теорема 27. Если въ систем трехъ прямыхь лиш каке- 
‘ннбудь соотвЗтственные углы не равны между собою, то дв пря? 
мых, образующя съ третьею эти соотвётственные углы, должны 
по достаточномь продолжеши пересфчься по ту сторону сВкущей, 
тдБ сумма внутреннихь одностороннихь угловъ меньше, чёмъ 24. 

Доказательство. Пусть (черт. 33) Ха не равенъ Х Ё тре- 


буется доказать, что данныя прямыя АВ и Ср Е 
пересфкутся въ сторону, гдф сумма внутреннихь в 
одностороннихь угловъ меньше, чЪмъ 24.—Для </ 8 

доказательства этого примемъь во внимане, что 2—1 


(теорема 22) если Да< ХК, то сумма Де -- (ГЕ 

не равна 24; а въ такомь случаЪ, ча основайи 
Евклидова постулата, даниыя прямыя АВ и Ср Че". 83. 
нересфкутся въ сторону меньшей суммы. Что и требовалось 
оказать. 

Теорема 28. Если въ систем трехь прямыхь лиш каке- 
ибо два накрестъ-лежащихь угла не равны между собою, то 
прямыя, образующия съ сеБкущею эти углы, пересВкутся по ту сто- 
рону скущей, гдф сумма внутреннихъ одностороннихь угловъ 
меньше, чВмь 24. 

Теорема 29. Если въ систем трехъ прямыхь лиш сумма 
хакихъ-либо двухь внфшнихъ одноетороннихъ угловь не равна 
24, то прямыя, образующия съ сЪкущею эти углы, перее$кутся 
по ту сторону сЪкущей, гдВ сумма внутреннихъ одностороннихь 
угловъ меньше, чёмъ 24. 

Доказательство этихъ двухь теоремъ предоставляется учаще- 
муся, такъ какъ ведется въ томъ же направленш, какъ и доказатель- 
ство теоремы 27. 


Теорема 30 (обратная теорем 25 и слфдстыямь изъ незя). 
Если дв прямыя паралаельны, то: 1) соотв тетвенные углы равны 
межлу с0б0ю; 2) накрестъ-лежаще углы равны между собою; 
3) сумма внутреннихь (внфшнихъ) односторопнихъ угловъ равна 24. 

Доказательство ведется отъ противоположнаго и предостав- 
„ляется учащемуся. 

Замчане. Благодаря вклидову постулату каждое изъ ра- 
венствъ, достатючныхе для параллельности двухъ прямыхъ, для 
этой параллельности также и необходимо. Напр., для того чтобы 
данныя двф прямыя были параллельны, не только достаточно, но 
такие и необходимо, чтобы сумма двухъ внутренних односторон- 
нихъ угловъ системы равнялось 20. Этого досхаточно на основа- 
м ст6детыя 3-го теоремы 25; необходимо же эго на осповани 
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Евклидова постулата. То же справедливо относительно каждаго 
ивъ остальныхь равенетвь того же рода. 

Теорема. 81. Если изъ двухь параллельныхь лин одна 
пернендихулярна кь ифкоторой ихь сфкущей, то и другая тоже 
перпендикулярна къ этой сфкущей. 

Доказательство. Пусть (черт. 34) даны дв лищи АВ и СО 
и пусть АВ перпендикулярна къ ЕЁ; требуется 
доказать, что СО также перпендикухярна къ ЕК. — 
Для доказательства этого предположим, что СП, 
ре рЕБ кей не перпендикучярна; тогда сумма внутрен- 

Е нихъ одностороннихь угловъ, лежащихь при вер- 
шинахъь Е и Е, была бы ве равна 24, и прамыя 
АВ нп СО, на основаши Евклидова постулата, 
должны были бы перееБчьен, что противорфчить уеловно; слВдо- 
вательно СЮ должна быть тоже перпендикулярна къ ЕГ. Что и 
требовалось доказать. 

‚. Теорема 33. Изъ точки, взятой выф прямой, въ этой пря- 
мой можно провести только одну параллельную. 

Доказательство. Пусть, изъ точки А (черт. 35) къ прямой 
ВС проведена лишя АЕ, параллельная ей; требуется хоказаль, 
что изъ той же точки нельзя къ той же прямой провести еще 

одну параллельную.—Для доказательства этого пред- 


А. Е 


Черт. 34. 


а вПоложимъ, что изъ этой точки можно провести въ 

——к той ве плоскости прямую АК, тоже параллель- 

ную къ ВС. Проведемъь изъ точки А перпендику- 

в в С заръ АО кь лиш АГ. Прямая АГ должна быть 


также перпендикулярна къ ВС (теорема 31), равнымъ 

Черт. 35.  образомъ прямая АП (теорема 31) должна быть 
перпендикулярна также ин къ прямой АК. А въ такомъ случаз 
изъ точки А прямой АП къ этой прямой въ одной плоскости 
проведены два перпендикуляра. Чего быть пе можеть (теорема 7). 
Стазо-быть изъ точки, взятой внф прямой, къ этой прямой мо- 
жетъ быть проведена только одна линя ей параллельная. Что и 
требовалоеь доказать. 

Теорема 33. Черезь точку, взятую вн примой въ одной 
съ нею плоскости, можно провести къ этой прямой перпендику- 
ляръ, н при томъ только одинъ периендикуляръ. 

Доказательство. Пусть въ плоскости чертежей 36 и 37 дана 
прямая АВ и точка © внф ея; требуется доказаль, что изъ этой 
точки въ дапной прямой можно провестн перпендикуляръ и при- 
томъ только одинъь перпендикуляръ.-Для доказательства этого 
проведемь изъ какой-либо точки М той же прямой въ той 


же плоскости перпендикуляръ; при этомь можеть предста- 
виться два случая: 1) перпепдикуляръ пройдетъ чрезъ точку ©, 
п 2) перпендикузярь черезъ точку @ не пройдетъ. м 

Въ первомъ случаз (черт. 36) будетъ доказано, : 
что чрезъ точку @ можно провести перпендикуляръ 
&ъ прямой АВ, ибо тогда прямая ОМ н будетъ 
тавимъ перпендикуляромъ. Во второмъ же случа Ари 
(черт. 36 а) проведемь черезъ точку @ прямую, па- 

раллельную прямой ММ; прямая ОР тоже будеть пер- Че". 36. 
пендикулярна къ АВ, & потому ФР будетъ периенди- 
вуляромъ, проведеннымь чрезъ точку @ къ прямой 
АЗ. Стало-быть, чрезв точку, взятую внъ прямой, 
к5 этой прямой можетв быть ароведеиг перпендику- 
лярз. Теперь остается доказать, что черезъ точку, 
взятую внф прямой, къ этой прямой можно провести Ар м В 
только одинъ перпендикуляръ. Для доказательства Черт. 36а. 
этого обратимея въ обонмъ случаямъ: въ первомъ случаЪ предпо- 
ложныь, что можно провести еще периендихуларь ©); тогда 
полузямь два перпендикуляра РФ и МФ, проведенные въ одной 
плоскости къ одной и той же прамой АВ, а въ такомъ елуча 
ТО || МО, чего быть ие можетъ, такъ какъ 00 ин МО поресЪкаются 
въ точкВ 0. Такимъ образомъ дая этого случая доказано, что черезъ 
точку, взлтую ва прямой, къ этой прямой можеть быть проведенъ 
‘только одинъ перпендикуляръ. Для второго случая, при которомъ 
МХ не проходить зрезъ точку (}, мы прорели изъ точки (} пря- 
мую ОР, параллельную прямой ММ. Слдовательно (теорема 32) 
и въ этомь случа чрезъ точку () къ прямой АВ можно провести 
только одинъ перцендикуларъ. Стазло-быть, черезъ точку, взатую 
внф прямой, къ этой прямой можно провести периепдикуларъ, и 
притомъ только одинъ. Что и требовалось доказать. 

ОпредВлешя. Когда перпелдикулярь въ данной прямой 
проведенъ изъ точки, взятой на ней, то говорятъ, что онъЪ 603- 
ставленз изъ данной точки; въ противпомъ егучаЗ, говорятъ, что 
въ опущенс изъ точки, взятой впф прамой. 

Теорема 34. Если изъ двухъ параллельныхь прямыхъ одна 
пересзкается нфкоторою прамою, то и другая съ р 
нею по достаточномъ ихъ продолжеши переевчется. д 

Доказательство. Пусть (черт. 37) АВ || СЪ, 
‚а прямая ЕЁ пересфкаетъь прямую АВ въ точив Е; 
требуется доказать, что ЕЁ и СЛ по достаточномъ 
продолженм пересфкутея. — Дзя доказательства, 
этого предиоложимъ, что онф не пересфкутся. Въ такомъ случа 

3 


——8. 
Черт. 37. 


34 ПЗАНИМЕТРЕЯ. 


прямая ЕЁ параллельна прямой СО, и изъ точки Е, взятой внЪ- 
прямой АВ, къ этой прямой были бы проведены дв параляельныя. 
прамыя. Чего быть пе можеть (тоорема 32). Слфдоватольно по можеть 
быть также и того, чтобы ЕГ ке пересфкла прямой СО. Стало-быть, 
если изъ двухъ параллельныхь прямыхъ одна пересфкается нз- 
которою прямою, то и другая съ нею по достаточномъ продолжени 
пересфчется. Что и требовалось доказать. 

Теорема 35. Если каждая изъ двухъ прямыхъ параллельна 
третьей, то он парраллельны другъ другу. 

Доказательство. Пусть (черт. 38) прямыя АВ и СР порознь 
параллельны ть ЕЕ; требуется доказать, что АВ параллельна 

. „60. — Дия доказательства этого проведемъ е$кущую 
4 7 черозь кавя-нибудь точки М и М прямыхь АВ 
с и ЕР. Эта сеЪкущая должна пересЪчь линшо СО, 
потому что СР по услов!ю параллельна ЕЁ, & пря- 
мая ММ пересфкаеть прямую ЕЁ (теорема 34), 
. При этомъ образуются углы а, 6 и с, изъ которыхь 
Черт. 38.  Да= си ДЬ== С с (теорема 30); сгало-быть 
(акс1ома 6-ая), Га= 5, т. е. соотвфтственные углы системы 
трехъ прямыхь АВ, СО и ММ равны между собою, а въ такомъ 
влуча АВ и СП параллельны (слФдетые 1-ое теоремы 25). Чло. 
и требовалось доказать. 

Слфдетвйе. Если одна прямая параллельна другой, а эта по- 
слфдняя параллельна третьей, то первая параллельна третьей, — 
Дфйствительно: если вторая параллельна третьей, то третьх парал- 
лельна второй; но первая тоже параллельна второй; стало-быть, 
первая и третья, порознь взятыя, параалельны второй, а потому 
он ‘параллельны другъ другу. 

Теорема 36. Если дв прамыя, параллельныя другъ другу, 
пересВкаются нЪкоторою прямою, & четвертая параллельна сЪку- 
щей, то и эта послёдняя пересВкаеть далныя прямыя. 

Доказательство. Пусть дв прямыя параллельны: пусть третья 
прямая ихъ пересЪкаотъ и пусть проведена четвертая прямая, па- 
раллельная третьей; требуется доказать, что и она поресвкаегь 
данных дв параллельных линш.—_Для доказательства этого пред- 
положимъ, что она не пересзкаеть; тогда она должна быть 
имъ параллельна, а третью прямую должна пересьчь (теорема 34), 
что противорьчить условно. (Слфдовательно невозможно также, 
чтобы она не пересфкала данныхьъ двухь параллельныхь лин, 
& потому она ихъ пересфкаеть. Что и требовалось доказать. 

Теорема 37. Если изъ двухъ параллельныхь ливй одна 
перпендикулярна къ одвой изъ числа другихь двухъ параллель- 
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зыхь лин, то всф углы, при этомъ образовапные, (числомъ 16) 
суть углы прямые. 

Доказательство: Пусть (черт. 39) АВ || С0, ЕЕ || @Н к 
пусть ЕР 1 АВ; требуется доказать, что вс углы, образованные 
этими четырьмя прямыми въ точкахъ пересёченя = 


М, М, Ри 0, суть прямые. — Для доказательства од ы 
этого примемъ во вниман!е, что ЕЕ перпендикулярна 

хъ СО (теорема 31), что АВ перпендикулярна къ р [9 
ЕЕ, слфдовалельно также перпендикулярна къ СН С з 
{теорема 31), н что @Н перпендикулярна къ АВ, Е Е 
‘садовательно также перпендикулярна къ СГ (тео- Черт. 39. 


рема 31). А потому ве углы, образованные при точкахъ М, М, 
Ри0, (числомъ 16) суть прямые. Что и требовалось доказать. 

Теорема 38. Если дв паразлельныя прямых пересЪкаются 
двумя другими, не образуя ири пересфчеши прямыхь угловъ, то 
веф острые углы, при этомъ образованные, равны между собою, 
всВ тупые-—тоже равны между собою, и любой острый съ любымъ 
тупымь взаимно дополняють другь друга до 24. 

Доказательство. Пусть (черт. 40) прямая АВ || СО, пусть 
он поресфчены прямыми ЕР и СН, пусть также ЕЁ || СН и, на- 
конець, пусть углы, при этомъ обра- Е РА 
зованные, не суть прямые; требуется я 4 в 
доказать, что ве острые углы равны 
между собою, вс№ тупые тоже между 


х р 
<0бою равны ип что сумма зпобого С = 2 
остраго съ любымъь тупымъ равна га = 

24.—Для доказательства этого 0б0- Черт. 40. 


значныт / АТ буквою а, а смежный съ нимъ уголь Е В—буквою 0; 
предположимт, что 6 острый, и сравнимъ вс острые углы съ 
угхомъ 0, а ве тупые—еъ угломъ а. Тогда получимъ, что 

Е МЕ = сь (теорема 13); 


р (теорема 30); 
, 


25, } 
ИСТ = Дь, потому чю СД бо = С АН каюь вну- 
‘тренше накрестъ-лежалие, а С АН = Дь по предыдущему; 
СТН == ДЬ, потому что Д СРН = ГД 61, какъ вертикаль- 
ные, а 2 61 = ДЬ по предыдущему. Такимъ образомъ мы по- 
учили, чго всб острые углы (числомъ 8), которые образованы въ 
данномъ случаЪ, равны между собою. Точно такимь же образомъ 
УбБдимси, что всё тупые углы (числомъ 8) тоже равны между собою, 
3* 
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‘причемь каждый острый уголь равенъ углу $, & каждый тупой— 
углу а. Но да (5=24, потому что Дани ДО вуть углы 
смежные. Стазло-быть, всв острые углы равны между собою, ве 
тупые тоже между собою равны, а сумма любого остраго съ лю- 
бымъ тупымъ равна 24. Что и требовалось доказать. 

Слёдств!е. Если стороны одного угла параллельны сторо- 
намь другого, находящагося въ той же плоскости, то они либо 
оба прямые, либо оба острые, либо оба тупые, либо одинъ изъ 
нихъ острый, а другой тупой. — ДФйствительно: если бы мы пред- 
положили, что одинъ изъ нихь острый (тупой), а другой— прямой, 
то мы‘ получили бы, что либо острый (тупой) уголь равенъ. 
прямому, либо же сумма остраго (или тупого) угла еъ прамымъ. 
равна двумъ прямымъ (теорема 30). Чего быть не можеть 

Замфчане. Если двБ параллельцыя другь другу прямыя 
перпендикулярны къ двумъ другимъ параллельным линёямъ, то любые 
два, угла, при этомъ образованные, равны между собою и, кром%. 
того, сумма, любыхъ двухъ угловъ, при этомь образованныйъ,, 
равна 24; ибо въ этомь случа ве 16 угловъ суть прямые. 

Теорема 39. Если въ одной плоскости взаты два непря- 
мыхь угла и если стороны одного изъ нихъ параллельны сторо- 
намъ другого, 10 либо эти углы равны между собою, либо же 
взаимно дополнаютъ другъ друга до 24. 

Доказательство. Пусть даны углы АВС и ШЕЕ, гдв 
ДАВС острый, а д РЕЕ— либо острый, либо тупой; пуеть 
АВ | РЕ, а ВС || ЕЁ; требуетсл доказать, что либо ДАВС ра- 
венъ Д РЕЕ, либо ДАВС +  РЕЕ == 24. — Дла доказательства, 
этого примемъ во внимано, что при достаточномь и надлежащем, 
продолжевши‘ сторонъ данныхь угловъ мы позучимь дв парал- 
дельныя прамыя, перссёченных другими двумя параллельными пря- 
мыми. При этомъ, по предыдущей теорем, вс образованные 
этими прямыми острые углы равны между собою, вс тупые 
тоже между собою равны, а сумма любого остраго съ любымъ 
тупымь равна 24. Углы АБС и РЕЕ принадлежаль къ ихь числу. 
Стало-быть, если мы возьмемь острый уголь ОЕЕ, то С РЕЕ ра- 
венъ / АВС, а если Х ШЕЕ тупой, то Д АВС + ХОЕЕ = 34, 
(теорема 38). Что и требовалось доказать. 

Теорема 40. Если изъ двухъ точекъ, взятыхь на сторонахъ. 
даннаго остраго угла, провести къ этимъ сторонамъ въ той же 
плоскости перпендикуляры, то эти перлендикуляры по’ досталоч- 
номъ продолжеши переебкутся. 

Доказательство. Пусть (черт. 41) дань острый уголь АВС, 
пусть прямая ОГ 1 АВ, а прямая Еб 1 ВС; требуется дока- 
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зать, что эти перпендикуляры пересвкутея. — Для  доказа- 
‘тельства этого предцоложимь, что они не ие- с 
фесвутся; въ такомь случа эти прямыя ОЕ 
и ЕС либо совпадають, либо же параллельны. По 
если бы он совпадали, тогда чрезь точку В къ 
одной и той же прямой были бы проведены два в 
перпендикуляра, чего быть не можеть; есзи бы онВ 
были параллельны, то (теорема 31) прямая Еб была Черт. 41. 
бы перпендикулярна къ АВ, т.е. АВ— перпендикулярна къ ЕС, 
и такимъ образомъ чрезъ точку В къ прямой ЕС были бы пре- 
зедены два перцевликуляра ВЕ и ВА, чего быть не можеть 
(теорема 33). Такимъ образомь прямыя ОР и `Еб, находясь въ 
одной плоскости, ве совпадаютъ и не параллельны другъ другу, 
т. е. должны пересфчься. Что и требовалось доказать. 

Теорема 41. Если изъ двухь точекъ, взятыхъ на сторонахь 
даннаго остраго угла, провеети къ этимъ сторонамъ въ той же 
плоскости перпендикуляры, то эти перцендикуляры пересзкутся 
волъ острымъ или подъ тупымъ угломъ. 

Доказательство. Пусть (черт. 42) Д АВС острый, ОГ 1 АВ 
и ЕС + ВС и пусть точкою ихъ пересфченя будеть точка М; 


требуется доказать, что ни одинъ изъ угловъ, обра- с 
зованныхь при вершин М, не есть прямой.— Для в 
доказательства этого предположниъ, что Х @МО я Е 
прямой; тогда Х ЕМО тоже прямой, и Еб || АВ, 

ЕП || ВС (теорема 31). А въ такомъ случав полу- у та 


чилось бы, что при пересвчеши двухъ параллель- 
ныхь лннШ АВ и ЕС двумя параллельными ВС Черг. 42. 
и ПЕ образуются и прямые, и острые углы. Чего быть не можеть 
(теорема 37). Стало-быть, и С @МШ не можеть быть прямымъ 
угломъ. Что и требовалось доказать. 
Теорема 42. Еели къ сторонамъ 
даннаго остраго угла провести въ той же 
плоскости перпендикулары, то изъ четы- 
рехъ угловъ. образовапныхь при точеВ 
перес$чешя перпендикуляровъ, два равны 
данному углу, а изъ остальныхь двухъ ^^. 
важдый дополняетъ его до 24. В 
Доказательство. Пусть (черт. 43) 
изъ точекь ) и Е сторошъ остраго угла 
АВС проведены перпендикуляры къ АВ и т 
ВС тавъ, что ОЕ 1 АВ и Еб +1 ВС; Чери: 
‘требуется доказать, что изъ четырехт, угзовъ а, 6, сне два равны 
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углу АВС, а каждый изъ остазьвыхь двухъ дополняелть его до 
24.—Для доказательства этого изъ точки В проведемь прямую 
ВК параллельно кь ГС, н прямую ВТ паразлельно къ ОЕ. По- 
теоремв 38, 

Да= ВК, 


ВК =а— ДАВК, а ДАВС =а— ХАВК, 
слфдовательно (аке!ома 6) 
ГВК = ДАВС, 


но 


& потому (аксюма 5) 


да= ДАВС, 
а въ такомъ случаЪ также и 
Де= К АВС; 


такимъ образомъ доказано, что два угза при тозкВ пересфчен1я перпен- 
дикуляровъ порозвь равны углу АВС. Что же касается угковъ б-и е, то» 
До Ка=2а, и Де Да==934. 
слфдовательно (аксюма 5) 
До-- ДАВС —=24, и Хе Х АВС -==94. 
Что и требовалось доказать. 

Замфчане 1-0е. Эта теорема справедлива также и для тупого 
угла, и справедливость ея пе зависить отъ того, гдВ пересфкаются 
пернендикуляры къ сторонамь угла— внутри изи вн его. 

Замфчане 2-е. Теорему 42 формулирують также слёдую- 
щимъ образомъ: если стороны одного угла перпендикулярны сторо- 
намъ другого, то эти углы либо равны между собою, либо же вза- 
вмно дополняютъ другь друга до 2 4. 


$5. О траольнанехь, уеловбть их ревенона во перщендя- 
ПУЛЯНЫТЬ И ВАНЛОННЫТЬ ЛИТ. 


ОпредВлен]я. Ограпиченная конечными прямыми лишями 
фигура, веб точки которой лежать въ одной плоскости, называется 
прямолинейной фиурой; отрзки прамыхь, ее ограпичиваюния, 
называются сторонами ея, концы этихъ отрфзковъ— вершинами. 

Теорема 43. Если соединить прамыми три точки, зежащия въ 
плоскости, но не на одной прямой, то получится прамолянейная 
фигура, въ которой три стороны и три угча. 

Доназательство. Пусть давы три точки А, Ви С, не де- 
жапун на одной прамой, и пусть ов соединепы каждая съ каждою 
прямыми; требуется доказать, что получится фигура, въ которой 
три стороны и три угла.—Для доказательства этого замётимъ, 
ттл  птт  опозинотйч толи А ет. точкою В ппямою п. обралоо. 
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точки В сь точкою А прямою, въ результатВ получается одна 
прямая (теорема 1);, то же справедливо отноеительно прамой, 
соединяющей всяюя друмя дв точки изъ числа данцыхь трехъ. 
Такныь образомь вс стороны этой ирямолипойной фигуры похлу- 
чатся, если первую точку соединимь прямыми ©ъ остальными 
двумя и эти послёднйя двз— одну ©ъ другою; число сторонъ, еддо- 
вательно, равно тремъ; кром того, каждая изъ данныхь точекъ слу- 
звть вершиною нЪхотораго угла (притомъ отличающагося отъ нуля 
я оть выпрямленнаго). Отало-быть, въ этомъ случаВ получается 
прямолннейная фигура, въ которой три стороны и три угла. Что 
и требовалось доказать. 

опред лен я. Фигура, которая образована тремя конечными 
прамыми, соединяющими три точки плоскости, не лежалия на 
одной прямой, пазывается треуюльникоме. Каждая изъ трехъ 
прямыхь, образующихь треугольникь, называется стороною его, 
а каждая изъ точекъ взаимнаго пересфчешя сторонь—вершиною. 
О каждомь изъ угловъ треугольника говорять, что онъф заключен 
между сторонами своими, а также—что онъ прилежющив къ любой 
изъ сторонъ евоихъ и иротиволежить третьей сторон треуголь- 
виза; 0 каждой же изъ сторонъ треугольника товорятъ, что она 
противолежилиг углу, заключенному между остальными сторонами. 
Углы и стороны треугольника носять общее пазване его элеменятовё. 

На черт. 44 изображень треугольиикъ, сторонами которого 
сзужать отрзки АВ, ВС и АС, у котораго углы САВ, АСВи АВС, 
а вершнны-— точки А, Ви С; А закмочен между В 
сторонами АВ и АС, прилежитв къ еторонф АВ 
(или къ сторонё АС) и противолежитв сторойв ВС; Ж 
сторона ВС, въ свою очередь, противолежите углу 
А. Стороны АВ, АСиВС и углы А, В и С суть 
элементы треугольника АВС. На нисьмВ словол : Й 
этреугольникь“ замфняется иногда знакомь /\ или Черт. 44. 
же сокращеннымь обозначешемь: тр—юь 

Ломаною называется ия, составленпая изъ двухъ или 
большаго числа конечныхъь прямыхъ такъ, что каждан съ са ду- 
ющею образуеть уголь, отличающея отъ нуля (1 у 
и оть выпрямленнаго угла. ‘Такъ (черт. 45)и_\ и 
зав: АВС и ММОРОВЗТО суть лиши ломаныя. ВОС 
Ломаныя различаются замкнутыя и незамкнутыя. М в 
Замкнутою называется ломаная, въ которой вторая, /^ 0 5 
точка послёдней конечной прямой совнадаеть сь Р 
первою крайнею точкою первой; незамкнутою— 
ломаная, въ которой вторая крайняя точка поелфдней ирямой не 


Черт. 45. 


40 ИХАНИМЕТРИЯ. 


совпадаеть съ первою точкою первой прямой. Каждыя двЪ сто- 
роны треугольника, разсматриваемыя выфст$, составляють пе замк- 
нугую лонаную линио, всв три стороны его—ломаную замкнутую, 

Теорема 44. Во всякомъ треугольник? сумма любыхь двухъ 
сторонъ его больше третьей. 

Доказательство. Пусть дань тр-—кь АВС (черт. 46); тре- 
буется доказать, что сумма любыхь двухъ сторонъ его болве 

с тротьей.— Для доказательства этого примемъ во вни- 
маше, что отрфзокъ прямой, проведенный чрезь 
двв точки, менфе отрфзка всякой другой лин, 
проведепнаго чрезъ тф же точки (допущене 6-ое 
относительно прямой); а потому, разсматривая сумму 

А В каждыхь двухь сторонъ треугольника какъ отрЪзокъ 

Черт. 46.  икоторой ломаной, получимъ неравенства: 

АВ -- ВС > АС, АВ -{ АС > ВС, и АС -{ ВС >-АВ. 
Что и требовалось доказаль. 

Слфдстве. Каждая сторопа треугольшика болфе разности 
остальныхь двухъ сторонъ. — ДЪйствитольно: принявъ выше вы- 
веденныя неравенства и вычтя изъ неравныхь воличинъ поровву 
(аксома 9), мы получимь неравенства: 

АВ>АС — ВС, или ВС > АС — АВ, 

АВ > ВС — АС, или АС > ВС — АВ, 

АС > АВ — ВС, или ВС > АВ — АС. 
Что и требовалось доказаль. 

Теорема 45. Сумма угловъ треугольника равна 2 4. 

Доказательство. Пусть (черт. 47) дань Л АВС; требуется 
доказать, чо ДА-ДВ-+ ХС=2а—Для доказательства 
этого изъ какой нибудь вершины даннаго треуголь- 
р Пика, напр., изъ вершины С проведемъь прямую се 
т паразлельно къ АВ и продолжимъ ее въ противо- 
положную сторону; обозначимъ углы, образованные 
прямыми СГ и СС съ прямыми СВ и СА, буквами 

8 Итмит. Прямая ОГ || АВ, а прамыя СВ в АВ 
Черт. 47. ихь сБкущы; а потому Дт=—= ДВиДп= А 
(теорема 30). Но Ди + ДС-+ Д т=?4 (теор. 11); 
стало-быть (акойома 5): 
ДАЧИ Ив = 94. 
Чтб и требовалось доказать. 

СлЬдстве 1-0е. Сумма двухь угловь треугольника меньше 
24.— ДЬйствительно: такъ какъ сумма сл прете угловъ треуголь- 
ника равна 24, то сумма двухъ изь нихь должна быть меньше, 
чВмь 24 (акоюма 1-ая). 
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Сльдетые 2-е. Если одинъ изъ угловъ треугольника прямой, 
то каждый изъ осгальныхь—острый.—ДВйствительно: если одинъ 
изъ угловь треугольника прямой, то сумма остальныхь двухъ дол- 
на быть равпа ирямому; стало-быть, каждый изъ нихъ доаженъ 
быть острый, 

Слдетве 3-е. Если одинъ изъ угловъ треугольника тупой, 
то каждый изъ остальныхь — острый. — ДЪйствительно: если одинъ 
изъ угловъ треугольника тупой, то сумма остальныхь двухъ долж- 
на быть равна нфкоторому острому углу; стало-быть, каждый изъ 
пяхъ долженъ быть острый. 

Сльдетве 4-0е. Если изъ двухь угловъ треугольника каж- 
дый равень *4, то и трей уголь равенъ 54. — ДЪйствитольно: 
если изъ двухъ угловь каждый равонъ : 4, то треш уголь ра- 
венъ 24 — +4, т. е. равень 4. 

Слфдетве 5-ое. Если два угла одного треугольника порознь 
равны двумъ угламъ другого, то и третьи углы ихъ равны между 
собою. 

Замфчан!е. Вообще, если два угла данпаго треугольника из- 
вфетны, то трет легко можеть быть найденъ вычитанемь сум- 
мы ихъ изъ выпрямленнаго. 

Опредзлешя. Треугольникь, въ которомъ вс углы острые, 
называется остроуольныме; треугольшикъ, въ которомъь одинъ изъ 
угловъ тупой, называется тупоуюльнымв; треугольникъ, въ кото 
ромъ одинъ изъ угловь прямой, называется прямоуюльныме. 

Въ прямоугольнпомъ треугольникВ стороны, образующия пря- 
мой уголь, пазываются хотетами его, а сторона, противолежащая 
прямому углу — ипотенузсю. 

Каждый изъ угловъ треугольника пазывается внутренним 
зиломь его. Внишииме умомз треуольника назы- 
вается уголь, смежный съ одвимъ изъ внутреннихь с 
угловь ого. Такъ (черт. 48) уголь СВМ, смежный 
съ угломь АВС даннаго тр—ка АВС, есть одинъ 
изъ внёшнихь угловь треугольника АВС. 

Теорема 46. Виёший уголь треугольника А ви 
равенъ сумм двухь внутреннихь угловъ того же Черт. 48. 
треугольника, съ нимъ нс смежпыхь. 

Доказательство. Пусть внфшшый уголь МВА данваго тре- 
угольника АВС обозначень буквою Р (черт. 48), а углы тре- 
угольника буквами А, В, С; требуется доказать, что ДР = ДА-С. 
— Для доказательства этого примемъ во внимаше, что (теорема 45) 

ДАВС =2а 


и ч10 также (теорема 3} ИР-ИВ=Э4. 
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Отсюда получимъ (аксома 6): 


ИДР-ИВЕДАНИВ- ДС 


или (акоома 8): 
ДРЕДА+ (6. 
Что и требовалось доказать. 

Слъдетв!е. Визшый уголъ треугольника больше каждаго изъ 
внутреннихь, съ нимь не смежныхъ.— ДЙствительно: такъ какъ 
вифшн!й уголь треугольника равенъ сумм обоихь внутреннихь 
угловь съ нимъ не смежныхь, то онъ болыше каждаго изъ нихъ 
въ отдВльности (акоома 1-ая). 

Замфчане. Въ остроугольномь тр—кв каждый изъ внЪш- 
вихь угловь тупой; въ тупоугольномь—одинъ острый, остальные 
тупые; въ прямоугольномъ— одинъ прямой, остальпые — тупые. 
Учащемуся предоставляется убфдиться въ этомь помощью раз- 
сужденй. 

Теорема 47. Если одну изъ вершииь треугольника прямою 
лишею соединить съ точкою, взятою внутри его, то эта прямая, 
по достаточномъ продолжен и, пересфчеть сторону, противолежащую 
этой вершинз. 

Доказательство. Пусть (черт. 49) даша внутри тр—ка АВС 

с точка О, пусть вершина А соединена съ нею прямой 
” АО; требуется доказать, что прямая АО по доста- 
гр точномъ продолженши пересвчеть сторону ВС тр—ка 
Ра \ АВС.— Для доказательства этого примемь во вни- 
маве, что (слдетве 1-0с теоремы 45) 
—А\в ДСАВ + Е бВА< 24 
Черт. 49 сяфдовательно и’ подавно (аксломы 1-ая и Т-ая) 

с 0АВ -- С АВС < 24; 

а въ такомъ случаь, на осповаши Евклидова постулата, прамая 
АО пересзчеть прямую ВС. Что и требовалось доказать. 

Тео рема 48. Если взятую внутри треугольника точку соединить. 
сь любыми двумя вершинами его, то полученная такимь образомъ 
внутренняя зоманая менфе внфшней, имфющей тЪ же концы. 

Доказательство. Пусть (черт. 50) точка О лежить внутри 

с треугольника АВС; требуетея  доказаль, что 

АО -- ОВ < АС-| СВ. — Для доказательства этого 
р продолжимъ прамую АО до нересёчешя съ прямою 

4 СВ (теорема 47). Пусть точка пересёчешя пря- 
мой АО со стороною ВС будетъ точка Е. Получимъ 
4 В слБдующы три ломаныя: АСВ, АЕВ и АОВ. Лома- 

Черт. 50. ная АСВ больше зоманой АТВ, потому что 
Аб СЕ > АЕ. 


^, 
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Ломаная АЕВ больше ломаной АОВ, потому что 
ОР ЕВ> ОВ. 
Итакъ, 
з0м. АСВ лом. АЕВ, а лом. АЕВ > лом. АОВ; 
сафдовательно и подавно (акезома 7-я) 
лом. АСВ > чюм. АОВ, 
т. е. 
АС -- СВ> АО -- ОВ пли (акоюма 2-ая) АО -- ОВ<АС -- СВ 
Что п требовалось доказать. 

Сл5дстве. Если точку, взятую внутри угла, вертикальнаго 
по отношешю къ какому-либо углу тр-ка, соединить ©5 верши- 
нами остальныхь двухъ его угловъ, то полученная такимъ обра- 
зомъ внфшняя ломаная болфе внутренней. — ДЪйствительно: въ 
этомъ случа третья вершипа даннаго тр-ка является точкою, взя- 
тою внутри нВкотораго треугольшика, в внутренняя ломаная въ 
немшь меньше внзшней (теорема 48), а выфшняя больше внутренней 
(авсюма 4-ая). 

Теорема 49. Если точку, взятую внз треугольника, но 
внутри одного изъ угловъ его, соединить съ вершиною этого угла 
н 65 одною изъ остальныхь вершипь треугольника, то сумма 
перес$кающихея при этомъ отрёзковъ прямыхь лиый болве суммы 
отрЪзковъ, заключенныхь между ними. 

Доказательство. Пусть (черт. 51) дань Л АВС и пусть 
точка О ви треугольника, но внутри угла А; пусть, Й 
далфе, точка О соединена съ вершинами А и В; 0 
требуется доказать, что АО -- ВС> АС -+- В0.— м 
Для доказалельства этого примемъ во впимане, что 
суниа ЛО -- СВ состоить изъ суммы четырехь М 
отрёзковь АМ, МС, МО и МВ; но А 
АМ -- МС>АС а МО -|- МВ> ВО; Чарт. 5х 
стало быть (акоомы 9, 2 и 5): 

АО -- ВС > АС -| ВО. 
Что и требовалось доказать. 

Эпредвлеше. Треугольники, которые могутъ быть наложены 
одинъ на другой так, чтобы вершины одного совнали съ вершинами 
другого, называются равными треуюльниками. НЪкоторые авторы 
(пренмущественно иностранные) называютъ равные треугольники ‹©о- 
вмъстимыми въ отличе отъ треугольниковъ, въ коихъ части плос- 
5ости, которыя они занимаютъ, одинаковы только по величин своей. 

Замфчане 1-0е. Ипогда для совмфщеня равныхъ между со- 
бою треугольниковъ, лежащихь въ одной плоскости, достаточно 
привести одинъ изъ цихъ въ приличное для того движене Въ 10й 
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же плоскости. Иногда же для совыёщешя двухъ равпыхь тре- 
угольниковъ, лежащихь въ одной плоскости, необходимо предва- 
рительно перегнуть одиць изъ пихъ вокругь одной изъ ого сто- 
ронъ до совифщешя съ плоскостью другого треугольника, и тогда 
только возможно привести эти два треугольника къ совмфщенйю. 
На черт. 52 изображены три треугольника АВС, РЕЕ н СНК, 
я вк изъ которыхь /\ АВС можеть быть 
совмфщенъ съ /\ ОЕЕ безъ всякаго 

вращеня одного изъ нихъ вокругь 

одной изъ его сторонъ; что же ка- 


д Вр С \и Саетея СНК, то онъ ни съ од- 
нимъ изъ остальныхъ двухъ треуголь- 
Черт. 52. никовь совмфщенъ быть че можеть, 


если его предварительно не перегпуть вокругъ одной изъ его сторопъ. 

Замфчане 2-ое. Когда два треугольника совпали, то стороны 
одного изъ нихъ порознь равны сторонамъ другого, а углы, про- 
тиволежане равнымъ другъ другу сторонамъ тоже между собою 
равны. 

Замфчаше 3-е. Для обозначеня равенства треугольниковъ, 
напр. тр-ковь АВС и РЕГ, на письмз употребляютъ знакъ ра- 
венства, который ставится такъ: /\ АВС = Л ОЕГ; но нъкоторые 
авторы знаку равенства предпочитаютьъ сложный знакъ со, смысль 
котораго однако не можеть быть поясненъ въ этомъ м$етЬ. 

Теорема 50. Если три стороны одного треугольника по- 
рознь равны тремъ сторонамъ другого, то треугольники равны 
между собою, т. е. совмфетимы. 

Доказательство. Пусть (черт. 53) давы два треугольника ЛВС 
и ПЕЕ, въ которыхь сторона АС равна ОЕ, сторона АП равна 
ТЕ, а сторона ВС равна ЕЁ; тре- 
буется доказать, что эти треуголь- 
ники равны между собою.— Для до- 
казательства этого наложимъ второй 
треугольникъ на первый такъ, чтобы 
вершина Г совпала съ вершиною А, 

Черт. 53. а сторона ОЕ пошла по сторон АВ; 
велЪдетве равенства этихъ еторонъ вершина Е совпадеть съ вер- 
шиною В. Но при этомъ пусть второй треугольникъ наложенъ на 
первый такъ, что вершина Е упала по ту же сторону прямой АЗ, 
тд лежить вершина С; тогда вершина Е должна совпасть съ вер- 
шиною С. Для доказательства этого предположниъ, что она но совиа- 
детъ съ вершиною С; т. е. она должна упасть либо впутрь треуголь- 
ника АВС, либо на одпу изъ сторонъ АС или ВС. либо-же. наконелъ. 
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вн треугольника АВС. 1) Еелибы она упала внутрь треуголь- 
ника АВС, напр., въ точку О, то получилоеь-бы, что 

АО =рЕ, ВО = Е; 
стало-быть, получилоеь бы (акоюма 8-ая), ч1о 

АО -{ ВО =0Е -- ЕЕ; 
но по условю ОЕ == АС, а КГ = ВС, сд. (акоюма 8-ая) 

ОЕ -- ЕР = АС - ВС; 
такимь образомъ получилось-бы, что (акелома 5-ая) 

АО -{ ВО = АС -| ВС, 
т. е. что внутренпяя ломаная равна внфшней, чего быть не мо- 
етъ (теорема, 48). СлВд. точка Е не можеть совиаеть ни съ 
какою точкою, лежащею внутри тр-ка АВС. 2) Еслибы точка Е 
унала на сторспу ВС, по при этомъ совпала бы не еъ вершиною 
С, а съ какою-нибудь точкою М, 10 получилось-бы, что 

МВ = ЕЁ, ЕЁ = ВО, стало быть, МВ = СВ, 

чего тоже быть не можеть. Такая же нел®пость получилась бы, 
еслибы точка Е совпала бы ©ь какою-нибудь точкою № стороны 
АС, или съ какою нибудь точкою продолженй СВ и С8 сторон 
ВС п 50; а потому точка Е ве можеть совпасть ни съ какою 
точкою сторонъь АС и ВС и ихъ продолжен. 3) Еелибы точка 
Е совпала съ какою-пибудь точкою Т, лежащею внф треугольника 
АВС, но внутри угла, вертикальнаго углу`С, то тогда мы по- 
лучили бы, ч10 АТ == АВ, а ВТ = ВС, откуда мы получили 
бы, что 


АТ -- ВТ = АВ -| ВС, 
т. е. что внфшияя ломаная равна внутренней. Чего быть не можеть 
(теорема 48). Наконець, 4) если бы точка Е совцала съ какою 
нибудь точкою Р, лежащею внф тр-ка, но внутри одного изъ 
угловъ его, напр., внутри угла В, то тогда иолучилось-бы, что 

РЕ = АР, а ЕЕ = ВР; во ОЕ =АС, а РЕ = ВС; 

стало-быть, получилоеь-бы (ако1ома 5-ая), что АС = АР, аВР = ВС. 
откуда (авс1ома З-ая): 

АС -- ВР = АР + ВС, 
т. е. получилось-бы, что хотя точка Р лежить вн тр-ва и внутри 
одного изъ его угловъ и соединена съ вершиною этого угла и 
одною изъ остальныхь вершинъ, но при этомъь сумма пересЪ- 
кзющихея отрфзковъ равна сумм не перее$кающихся, чего тоже 
быть не можеть (теорема 49). Такую же пелВпость мы позучили- 
бы, если бы предположили, что точка @ совпала съ точкою ©, 
лежащею ви тр—ка АВС, но внутри угла А. Отсюда видимъ, что 
точва Г не можетъ совпасть пи еъ какою точкою плоскости тре- 
угольника ЛВС, хром точки 0. Стало-быть, она должна со- 
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впасть. съ точкою С, а въ такомъ случаЪ треугольники АВС и 
ТЕЕ равны между собою. Что и требовалось доказать. 

Замфчане. Иногда случается, что при наложеши треуголь- 
ника ЕЕ (черт. 54) на треугольникъ АВС, они не совпадают, 
хотя стороны одного порознь равны сторонамь другого. Ташь, есхи 
АВ = ПЕ, ‚АС = ВЕ и ВС = РЕ, и если вершина Ш совпала 
съ вершиною А, вершина Е съ В, 
то вершина 1 при этомъ сознадаетъ 
не съ С, а съ точкою М той же 
плоскости, лежащей внЪ тр-ка ЛВС; 
ири этомъ равныя прямыя МВ и АС 
пересфкаются, а равных прямыя АМи 
ВСлежатъ однавн® другой. Несмотря 
однако на это, данные треугольники АВС и РИЕ могут быть ири- 
ведены къ совыфщенио, если предварительно одинъ изъ нихъ, 
напр., второй, перегнуть вокругь прямой ОЕ такъ, чтобы онъ 
приняль положеше тр-ка ГЕ. Пост того какь это едф- 
лано, /\ РЕТ, т. е. Л ОБЕ, совмфетитея съ треугольни- 
хомъ АВС, если наложить первый изъ нихъ на второй такъ, чтобы 
точка Е' или Е совпала съ точкою А, а точка О совпала съ точкою В. 

‚, Теорема 51. Если дв стороны одного треугольника по- 
рознь равны двумъ сторонамъ другого и если притомъ углы, за- 
ключенные между ними, тоже равны между собою, то треуголь- 
ники равны между собою, т. е. совместимы. 

Доказательство. Пусть (черт. 55) въ тр кахъь ЛВС и БЕК 
стороны АВ=0Е, АС = Е и б в 
ГА= ХО; требуется доказать, 
что эти тр-ки равны.—-Для доказа- 
тельства этого наложимь /\ ЕР 
на /\ АВС такъ, чтобы вершина О И. \вр Е 
совпала съ вершиною А, а прямая 
ТЕ пошла ЛВ; такъ какъ, по 
условию, сторона РЕ = АВ, то точка Е совиадетъ съ точкою В. 
(При этомь /\ ОЕЁ назожень на /\ АВС такъ, чтобы точка Е 
упала по ту же сторону прямой АВ, гдф лежитъ точка С). Такъ 
какъ ДО равенъь углу А, то сторона ОГ пойдеть по сторон 
АС; но, по условно, сторона Е = АС, а потому вершина Г совпадетъ 
съ С. Такимъ образомъ вершины тр-ка РЕЁ совпали, по наложени 
его на /\ ЛВС, съ вершинами этого поелвдняго. Стало-быть, тр-ки 
АВС н ГЕЕ равны между собою. Что и требовалось доказать. 

СлЬдетв!е 1-0е. Если катеты одного прямоугольнаго тре- 
угольника порознь равны катетамъ другого, то треугольники равны 


Черт. 54. 


Черт. 55. 


между собою.—ДЪйствительно: въ этомъ случа двз стороны одного 
тр-ка порознь равны двумъ сторонамъ другого, и углы, ими 0бра- 
зованные, тоже между собою равны. 

Слёдстве 2-06. Если изъ средины конечной прямой провести 
ъ‘нерпендикуляръ къ этой прямой, то любая точка этого перненди- 
куляра находитея на одинаковомъ разстояши отъ концовъ давной 
прямой. —Дфйствительно: соединивъ эту точку еъ концами прамой, 
получимъ два равныхь прямоугольныхь треугольника, въ которых 
и гипотенузы равны между собою. 

Замфчаше 1-0е. Если двф стороны одного тр-ка порознь 
равны двумъ сторонамъ другого и если притомъ углы, заключен- 
ные между пими, тоже равны между собою, то, въ виду совм$с- 
тимости самых тр-ковъ, и третьи стороны между собою равны. 
Ср. теорему 53, которая такимъ образомь является теоремою, 
протввоположною теоремв 51. м 

Замфчане 2-ое. Иногда случается, что для совмбщеня треу- 
тольниковь, въ которыхь дв стороны одного порознь равны двумъ 
сторонамъ другого и углы, образованные этими сторонами, тоже 
равны, необходимо раньше всего перегнуть одинъ изъ нихъ во- 
кругъ одной изъ сторопь его; но это нисколько не вмяетъ ни 
на справедливость теоремы, ни на сущность ез доказательства. 

Теорема 52. Если сторопа одного треугольлика и оба угла, 
прилежаще къ вей, порознь равны сторон и прилежащимь къ 
ней угламъ другого треугольника, то эти треугольники равиы 
между собою, т. е. совыфетимы. 

Доказательство. Пусть (черт. 56) сторова АВ треугольника 
АВС равна сторопы РЕ треугольника ШЕЕ и пусть ХА = ДР, 
& (В = ДЕ; требуотся доказать, что /\ АВС = /\ БЕЕ.— 


Для доказалельства этого наложимъ е в 
А ТЕР на /\ АВС такъ, чтобы д 

вершина О совпала еъ вершиною А, ит р 
прамая ОЕ пошла по прямой АВ; Ра 

такъ какъ ОЕ = АВ, то точка Е вр вы 
совпадеть съ точкою В; такъ какъ 

и р = СА, то сторона ОЕ нпой- Черт. 56. 


деть по сторон АС; такъ какъ / Е = В, то сторона ЕЁ 
пойдеть по сторон$ ВС. Точка Г, стало-быть, должна вт одно и то 
же время быть на прямой АС и на прямой ВС, т. е. должна сов- 
пасть съ точкою С ихь пересвчевя (слЪдстые 3-е теоремы 1). 
Стало-быть, вершины тр-ка ШЕЕ, по приличномъ наложен его 
ва /\ АВС, совпали съ вершинами этого поехдняго, т. е. тр-ки 
эта равны между собою. Что и требовалось доказать. 
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Слёдств!е 1-ое. Если катеть и прилежащ въ нему острый 
утоль одного прямоугольнаго треугольника порознь равны катету 
и прилежащему къ нему острому углу другого, то треугольники 
равпы.— ДФйствительно: прилежане къ тмъ же катетамъ прямыя 
углы равны между собою, стало-быть, сторона и два къ пой при- 
лежащихь угла одного тр-ка порознь равны т5мъ же элемоптамъ 
другого. 

Слёдетве 2-0е. Если катеть и противолелимщй ему уголь 
одного прямоугольнаго треугольника порознь равны катету и про- 
тиволежащему углу другого, то треугольники равны между собою. — 
Дьйствительно: такъ какъ противолежанце калетамь углы равны, 
то и прилежаще къ нимъ острые углы тоже равны (сл5детые 5-0е 
теоремы 45). 

Сльдстве 3-е. Если гипотенуза и одинъ изъ острыхь углов 
одного прямоугольнаго треугольника порознь равны гипотенузВ и 
одному изъ острыхь угловъ другого, то треугольники равны между 
собою. — Дфйствительно: такъ какъ одинъ изъ острыхь угловъ 
одного прямоугольнаго треугольника разенъ острому углу дру- 
гого, то и второй острый уголь перваго тр-ка равенъ второму 
оетрому углу другого (слВдетые 5-ое теоремы 45); стало-быть, 
сторона и два угла, прилежащихь къ ней въ одномъ треугольник, 
порознь равны такимь же элементамъ другого. 

Замфчане 1-0е. Въ этихъ, точно также кашъ и предыдущихь 
случаяхь, иногда для совпадешя треугольников предварительно 
необходимо перегнуть одинъ изъ треугольниковъ вокругь одной 
изъ сторовь его; но оть этого не страдасть ни справедливость 
теоромъ, пи способъ ихъ доказательства. 

Замфчане 2-0е. Выше доказаны три теоремы, характериву- 
ющя собою три признака, съ помощью которыхь можно безъ 
паложеня судить о равенствф данвыхь двухъ троугольниковъ, если 
они между собою равны. Эти признаки извЪстны также подъ именемь 
Услов равенства треугольника. По само собою разумФется, что это 
не единственные признаки изи услошя равенства треугольниковъ; 
треугольники равны между собою также и при безчисленномь 
множествВ другихъ условй, которыхь перечислене поэтому нс- 
возможно и не относится къ аредмету Геомотра. 

Замфчане 3-е. Разсмотрённыя выше три услов!я равенства 
треугольниковь можно выразить также и въ слфдующей форм: 
1) три стороны вполнв опредёляють треугольникъ; 2) двВ сто: 
роны и уголь, заключенный между ними, вполнз  опредёляют 
треугольникь; 3) сторона и два прилежащихь къ ней угла волн 
опредёляють треугольникъ.—Это значить, чт0 если дана одна изъ 
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этихь совокупностей элементовь треугольника, то всё треуголь- 
ники съ этими элементами равны между собою. 

Въ Тригонометрия (наук, изучающей способы пахождешя нс- 
извбетныхь элементовь треугольника, по достахочному для того чисху 
азвфотвыхь) разсматриваются много друме случаи, когда треугозь- 
ниЕъЪ вполнф опредфляется данными величинами. 

Теорема 53 (противоположная теорем$ 52). Юели двЪ сто- 
ровы одного треугольника порознь равпы двумь сторональ дру- 
гого, а углы, заключеввые между ними, не равпы между собою, то 
въ треугольник еъ большимъ угломь третья сторона больше третьей 
стороны треугольника съ меньшимь углом. 

Доказательство. Пусть въ треугольникахь ЛВС и БЕГ сто- 
рона АВ = ПЕ, АС = ОЕ, а ХА> ХО; требуется доказаль, 
что сторона ВС > ЕЕ.— Для доказательства этого (выполнеше черте- 
=ей предоставляется, въ качеств весьма полезнаго упражненя, 
учащемуся) наложимъ /\ ОЕЁ на /\ АВС такъ, чтобы сторона ОЕ 
совпала со стороною АВ, & вершина Г упала по ту же сторону 
прамой \В, по которую паходится точка О. Тогда точка Е должна 
{смотря по формВ тр-ковъ) совпасть либо съ какою-нибудь точкою 
М внутри АВС, либо съ н®которою точкою М на сторон ВС, 
либо же, наконець, еъ нВкоторою точкою Р вн треугольника АВС, 
во внутри угла А. Въ первомъ случав получимъ (теорема 48): 
АС -- ВС>АМ -- МВ. или (акаома 5) АС ВС> ОЕ -- Е, 
откуда (акс1ома 9) 
ВС> ЕЕ; 
во второмъ получимьъ, на основа акеомы 1-0й, что 
ВС > ЕЕ; 
въ третьемъ, наконець, получимь, что (теорема 49) 

АР -- ВС>АС -| ВР, или (акеома 5) АР -- ВС > РЕ -|- ЕЕ, 
откуда (акоома 9) 


ВС > КЕ. 
Стало-быть, какое бы положевше ни приняза точка Г, ио надле- 
ащемъ наложени тр-ка РЕЕ на /\ АВС, мы во всякомъ случа 
получиыь, что ВС > ЕЕ. Что и требовалось доказать. 

Теорема 54 (обратная теоремВ 53). ели дв стороны одного 
треугольника порознь равны двумъ сторопамъ другого, а третьи 
стороны не равны между собою, то въ треугольникВ съ большей 
третьей стороною сй противолежить уголь, больш й угла, противо- 
лежащаго третьей стороп® въ треугольник съ меньшею третьей 
стопоною. 

Доказательство этой теоремы ведется по сцоеобу отъ про- 
тизоположнаго и предоставляется учащемуся. 
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Замфчане. [ели доказана какая-нибудь теорема, то обрал- 
ная противоположной этой теоремё тоже доказана. Поэтому если 
доказана противоположная какой-либо теорем, то обратная той 
же теорем легко доказывается способомь приведешя къ не- 
лёпости; обратно, если доказана обратная какой-либо прямой 
Теорем%, то и противоположная той ше прямой теорем? легко может, 
быть доказана способомъ приведешя къ нелжпости. 

Опредвлеше. Лонцоме радиуса окружности пазывается 
точка его пересфчешя съ окружностью. Проведя въ круг два 
радуса, образующие уголъ, больший нуля, но менышй выпрямлен- 
наго, и соединивъ прямою концы этихъ рад усовъ, получимь 
треугольникъ, въ которомь дв стороны разны между собою. 
Треугольникь, въ которомъ двз стороны равны между собою, 
называется ривнобедренныме. Вершиною его называется преиму- 
щественно предъ другими точка пересвченя равныхь между собою 
сторонъ его, основамемг—третья сторона ого, & высотою—пер- 
пендикулярь, проведенный изъ вершины къ основано. Если изъ 
точки, взятой вн прамой къ этой прямой проведены перпендику- 
лаяръ и наклонпая, то точки пересёчешя периендикуляра и на- 
клонной съ данной прямою называются лодномаями или основайями 
перпендикуляра и наклонной, а копечиая прамая, сосдиняющая эти 

Р поднолжя—проэкщею наклонной на данную прямую. 

Такъ (черт. 57), если изъ точки С, взатой виз прямой 

\ АВ, проведены къ пей пермендикулярь СО и нва- 

—? 3 клонная СЕ, то точка Г) есть подноже перпенди- 

куляра, точка Е-—поднохе наклонной, а прямая 
ТЕ — проэкщя ваклоиной СЕ на АВ. 

Теорема 55. Если въ равнобедренномъ треугольник соеди- 
нить прямою средину осповашя съ вершиною противолежащаго 
ему угла, 10 эта прямая раздВлить данпый равнобедренный тре- 
угольникь на два равныхь между собою треугольника. 

Доказательство. Пусть (черт. 58) точка Г есть средипа ое- 

с нованя фравнободреннаго треугольника АВС; тре- 
буется доказать, что СР перпендикулярна къ АВ.— 

Для доказательства этого раземотримъ два тр—ка 

АСР и ВСР. Въ нихъ по усломю АС=ВО; кром 

того, АР == ОВ потому, что точка О, по уелов!ю, 

Л г В середина прямой АВ; наконець, сторона СО общая, 

Черт. 58. т.е. СО = СШ. Поэтому въ тр—жахь АСР и 
ВСР три стороны одного порознь равны тремъ сторонамь дру- 
гого, и треугольники оти равны между собою (теорема 50). Что и 
требовалось доказать. 


Черт. 57. 
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Сльдстве 1-е. Прямая, соединяющая вершину равнобедрен- 
аго треугольника съ среданою сго осповаШя, перпендикулярна 
къ основано. —ДЁйствительно: ирямая, соедипяющая вершину рав- 
нобедреннаго треугольника съ срединою сго основан, раздВля- 
-етъ треугольнакь па два равныхъь треугольника, въ которыхъ про- 
тивъ равныхъ сторопъ ложатъ равные углы, т. е. ХАОС —= 5 ВОС, 
а въ такомь случаВ эго прямые углы. 

Слфдесте 2-е. Прямая, соедивяющая вершину равнобедрен- 
наго треугольника съ срединою основашя дфлить уголь, проти- 
волежашщИй основано, пополамь.—ДЬйствигельно: изъ равенства 
полученныхь тр—ковъ вытекаегь, что / АСО = (ВС. 

Сльдетв!е 3-2. Вь равнобедренномь треугольникВ углы, про- 
тиволежаще его разнымь сторонамъ, равны между собою. —ДВйстви- 
тельно: раздВлязъ основаве пополамь и соединивъ его съ вер- 
шиною равнободреннаго тр—ка, получимь два равные тр —ка, въ 
хоторыхь ХА = КВ, такъ какъ ХА протаволежигь сторонв 
СО въ одномъ, а Х В иротиволежить той же сторонё СО въ 
другомъ изъ равныхъ между собою тр —ковъ. 

Замфчане. Если дань одинъ изъ угловъ разнобедреннаго 
треугольника и если приягомъ извБотно, ирогиволежигь ли онъ 
изн притежигь основанно, то остальные углы могут быть опре- 
дьлены на осповаши теорзмы 45 (сумма вевхъ трехъ угловъ 
тр—ка равна 21) и па основащи слбдегыя 3-го теоремы 55. 

Лемма 2-1. Есля изь воршлны даняасо троусотьника 
провести къ противолежащей сторон перчендикулярь и сели 
уелы, прилежащие къ эгой сторонВ, оба острые, то эготь перпен- 
дикулярь всгрВтить сторону въ точкВ, лежащей между концами 
-920й сгоропы. 

Доказательство. Пусть (черг. 68) углы А ин В треугольника 
АВС оба острые; требуется доказать, что если провести першен- 
днкуляръ къ сторон АВ, то эготъ периендику- 
зярь вогрётить ее въ точкф, лежащей между 
вершинами А и В.—Для доказательства этого пред- 2: 
положниъ. что перпендикуляръ, проведенный изъ д. 
точки С къ прямой АВ, встрВчаетъ эту послВднюю 
въ точк О, лежащей на продолжеши прямой АВ. 
Тогда получится, что вибша!й уголь АВС тр-—ка  Чере. 68 
ВОС долженъ быть больше угла ВОС (слбдетые теоремы 46), 
т. ©. острый уголь должень быгь больше прямого; чего быгь не 
можеть. Сгало-быть, если изъ вершины тр—ка прозесгя пер - 
пеядикуляръь къ противолежащей ей сгоронВ я если углы, приле- 
дапЦе къ этой послВдней, оба острые, то этотъ периенцикуляръ 
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встрфтить эту сторону въ точкф, лежащей между концами этой 
стороны. Что и требовалось доказать. 

^ „ Замёчане, Учащемуся предоставляется, въ качествВ полезнаго- 
упражневя, убфдиться въ справедливости слфдующаго предложеня: 
еели изъ вершины одного изъ острыхъ углов тупоугольпаго 
тр— ка опустить перпендикуляръ ва противолежащую сторону, то» 
онъ ветрВтить посхВдиюю въ точкЁ, лежащей на томъ продолже- 
вши ея, которое образусть съ тупымъ угломь уголъ смежный. 

. Теорема, 56. Если изъ вершины равнобедренпаго треугольни- 
ка провести перпендихуляръ къ его основано, то этотъ перпен- 
дикуляръ раздфлитъ равнобедренный треугольникъ на два разныхъ, 
треугольника. = 

С Доказательство. Пусть (черт. 59) Л АВС 

есть треугольникь равнобедренный, въ котором 

АС = ВС и пусть прямая СО, проведенная изъ. 

вершины С, перпендикулярна къ основаншо АВ, т.е. 

прямая СО высота даннаго равнобедреннаго тр— ка; 

Ч р Влтребуется доказать, что Л) АОС = Л ВОС.—Для. 

Черт. 59. доказательства этого примемъ во внимане, что пер- 
пендикуляръ пересёчеть сторону АВ въ точкЗ 0, лежащей между 
точками Аи В (лемма 2-я) и что, такъ какъ /\ АВС есть тре- 
угольникъ равпобедренный, въ которомъ АС = ВС, то ХА == ХВ. 
(слБдетйе 3-е теоремы 55); стало-быть, имфемъ два прямоугольныхь 
треугольника АШС и ВОС, причемъ пепремнно /\ АОС = Л ВОС 
(слдетые 2-е теоремы 52). Что и требовалось доказать. 

Сльдетве 1-е. Высота равнобедреннаго треугольника разд®- 
ляеть его оевоваше пополамъ.— Убфдиться въ этомъ предостав- 
ляется учащемуся. 

Слёдстве 2-е. Высота равнобедреннаго треугольника раздЪ- 
ляетъ` уголь, противолежанй основаншо, пополамъ.— УбЪдаться въ. 
этомъ предоставляется ‘учащемуся. 

Слфдетве 3-е. Если двф ваклонныя, проведенныя изъ дан- 
ной точки къ данной прямой, равпы между собою, то и проэкци 
ихъ на эту прямую равпы._Дйствительно: эти наклонныя вмфетв 
съ прямою, къ которой онф проведены, образуютъ равнобедренный 
треугольникъ, вершина котораго совпадаеть съ данной точкою-° 
пересфчен!я наклонныхь и въ которомъ изъ вершины опущенъ. 
перпендикуляръ на основаше. 

Теорема 57. Если изъ вершины треугольника провести 
периовдикуляръ къ противолежащей ей сторон его и если при 
этомъ перпендикуляръ раздфляетъ эту сторопу пополамъ, то 06- 
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‘тальныя дв стороны равны между собою, и данпый треуголь- 
никъ—треугольникь равнобедренный. 

Доказательство. Пусть (черт. 60) изъ вершины С тр—ка АВС 
проведень перцендикулярь СО къ сторонф АВ и 
пусть при этомъь АР == ВО; требуется доказать, 
что АС = ВС.—Для доказательства этого раз- 
«мотримъ тр—кн АШС и ВОС; въ нихь калеты 
порознь равны между собою, а потому (елфдстые г) 
1-е теоремы 51) Л АБС = Л ВОС; изъ этого ра- ЕВ 
зенства находимъ, что АС = ВС, т.е. что Л АВС— Черт. 60 
треугольникъ равнобедренпый. Что и требовалось доказать. 


с 


Сльдетве. Если изъ точки, взятой внф прямой, проведены 
двЪ наклонныя до пересЪченя съ прямою и если 


ихъ проэкци па эту прямую равны между собою, м 

хо навлонныя равпы между собою. — ДЪйстви- 

тельно: если (черт. 61) СР +1 АБ, а ЕЮ = ЕР, 

то перпендикуляръ СШ раздфляеть ирямую ЕЁ д р: 
‚пополамъ, а потому (теорема 57) Л) ЕСЕ—равно- Е № Е 
Фбедренный, въ которомь СЕ = СВ. Черт. 61. 


Замфчане. Слдетве теоремы 57, предетавляеть собою тео- 
ему, обратную слВдствию 3-му теоремы 56. 

Теорема 58. Если изъ средины основав я равнобедренваго 
треугольника провести перпендикуляръ къ этому основано, то 
этоть перпендикулярь, продолженный внутрь треугольника, прой- 
деть чрезъ вершину ого. 

Доказательство. Пусть (черт. 62) вътр—ЕЪ АВС сторона АС == 
ЗС, пусть точка О средапа основашя АВ, а РЕ 1 АВ; требуется 
доказать, что ОЕ пройдеть, по достаточномъ про- С 
долженш, чрозъ вершину С.—_Для доказательства | 
„этого соединимъ вершину С съ точкою О; „тогда 
СП перпендикулярна къ АВ (теорема 55) и 
должна совпасть съ ЕО (теорема 7). Стало- 
быть, точка С лежить па продолжени ОЕ. Что 4 
и требовалось доказать. Черг. 62. 


‚В 


Теорема 59. Если въ треугольнакЪ два угла равны между со- 
-б0ю, то и противолежащия имъ стороны равны между собою, т. е. 
данный треугольникъ —равнобедренный. 

Доказательство. Пусть СД А == ХВ въ тр-к5 АВС; требуется 
доказать, что АС =ВС, т. е. что Л) АВС--равнобедренный. — 
Для доказательства эгого прамемъ во внимаше, что углы А и В 
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оба острые (въ протившомъ слузаф они пе могли бы быть раввы 
между собою); потомъ изъ точки С проведемъ къ АВ перпенди- 
вуларъ, кото] ый дозженъ пересфчь п}змую АВ въ точкф 0), нахо- 
дящейся между точками А и В (з1емма 2). Тогда получимь два 
тр—ка АЮС и ВОС, въ которыхъ катетъь СР общ, а углы, ему 
противолежацие, порознь равны. Слфдоватезьно (слфдстве 2-ое 
теоремы 52) Л АРС=/ ВОС, а вь равныхъ треугольникахь про- 
тивъ равныхъ угловъ лежать раввыя сторопы; стало-бызь, АС = ВС 
а /Л АВС —равпобедренвый. Чтб и требовалось доказать. 

Слёдетве. сли въ треугольникВ каждый изъ угловъ ра- 
венъ 24, то въ этомъ треугольник всф стороны равны между 
собою. 

Опредвлен1е. Треугольникь, въ которомъ всё сторопы 
равны между собою, назыгается равностороннимг треугольникомъ, 

Теорема 60. Если въ зреугозьникВ дв слороны не равны 
между собою, то противъ большей изъ вихъ лежитъ уголъ больший 
угла, противолежащаго мевьшей изъ элихь двухъ сторовъ. 

Доказательство. Пусль (черт. 64) въ тр-—вв АВС слорова 
ВОО требуелся доказать, что ХА> Д В.—Для доказатоль- 
ства этого отъ точки С па сторон ВС отложимь 
отрЬзокь СО, равный сторонё АС, и соедвнимь 
точку А съ точкою 0; получимъ равнобедренный 
В /\ АРС, вь которомь т == (п. Ноди> ИВ 

(леорема 46); стало-быть (т> С В, а потому 
и подавно (акс1ома 7) ХА > С В. Ч 16 и требовалось доказать. 

Теорема 61 (обратвая теорем 60). Если въ треугольник два 
угла не раввы между собою, то и противолежанця имъ сто} оны 
между собою тоже не равны. 

Доказательство ведется способомъ приведевя къ нелиости 
и предоставляется учащемуся. 

Слёдстве 1-е. Перпендикуляръ, проведенный изъ данной 
точки къ данной прямой, меньше всякой наклонной, проведенной 
изъ той же точки къ той же прямой.—ДЪйствительно: перпенди- 
куляръ лежилъ противъ остраго, а наклонная противъ прямого угла. 

Слёдетве 2-е. Въ прямоугольномъ треугольник гипотенуза 
больше каждаго изъ катетовъ. 

Слёдетве 3-е. Въ тупоугольномъ треугольник противъ ту- 
пого угла лежить наибольшая сторона этого треугольника. 

Слёдстве 4-е. №ели веЪ три угла треугольника различны 
по величин, то и всё три стороны сго тоже разной величины. 

Опредвлешя. Длину перпендикуляра, проведеннаго изъ 
делной точки къ данпой прямой, называють разстоящеме точки 


Черт. 64. 
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отъ данной прямой. Треугольникъ, вь которомъ всё стороны 
разной величипы, пазываетея разносторонним . 

Теорема 62. Если изъ точки, взятой ви прямой, къ этой пря- 
мой проведены двз наклопныя и если проэющи этихь наклонныхь 
неравны, то наклониал еъ большей проэкщей больше. 

Доказательство. При доказательствВ этой теоремы различа- 
ютъ два случая: когда наклонныя находятся по одну сторону 
перпендихуляра и когда опф цаходятся по разныя его стороны. — 
1) Пусть (черт. 65) къ прямой АВ проводолы двф наклонных 
СЕ п ОКЕ, находящияея по одпу еторону перпендикуляра СО; 
требуется доказать, что СЁ> С; ддля оказатель- 
ства этого примемъ во внимане, что СЕР острый, 
С СЕЕ тупой, а Л СЕР тупоугольный, т.е. СЁ > ОЕ у 
(слБдетые 3 теор. 01). — 2) Пусть (черт. 66) 
ьь прямой АВ проведены дв накаонныя СЕ и СВ _ 
п пусть ОЕ > РЕ, & накхонныя находятся по раз-“ 
ных стороны периендикуляра; требуется доказаль, Черт, 65. 
что СЁ> ОЕ; для доказательства этого отложимъь прямую Об, 
равную РЕ, и проведемъ наклонную ©; тогда СЁ > С@, по 
Сб —= СЮ (елВдетые теоремы 57); стало - быть, 
СЕ> СЕ. Такимь образомь СЁ> СЕ, какь бы 
ваклонвыя ни лежали. Что и требовалось доказать. 

Теорема 63 (обратная теорем% 62). Вели дв 
наклонцыя, опущенных изъ точки, взятой вы цря- АР. 
мой, на эту прямую, перавны между собою, 9 уе в Е 
большей вакалонной большая проэющя. Ме 

Довазательство ведется способомь оть противоположнато и 
предоставляется учащемуся. 

Теорема 64. Если изъ точки, взятой ви прямой, въ этой пря- 
мой проведены три прямыя до ихъ пересфченя еъ нею, то изъ 
нихь только дв могугь быть равны между собою. 

Доказательство. Пусть изъ зочки, вззтой вв ирямой, к 
ней проведены три прямыя; тробуетея доказать, что чолько дв 
изъ нихь могутъ быть равны между собою.--Для хоказалельства, 
этого примемь во вниман!е два случая: осли изъ трехъ прове- 
денныхь прямыхъ одпа периендикулярна къ данной прямой, то 
она менфе (олЁдетые 1-ое теоремы 60) каждой изъ остальныхь 
двухь, стало-быль, равпы можду собою могуть быть въ этомъ 
случаЪ только посяздвя двв; если же всв три прямыя суть наклон- 
ных, то только у двухь изъ нихь могуть быть разныя проэкцщи; 
стало-быть, и въ этомъ случа только дв из® данныхь прямыхъ 
могугь быть равны между собою. Что и требоваловь доказать. 


Г 
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Слёдетве. Вели на окружности взаты три различныхь точ- 
ки, 10 онБ не лежать на одпой ирямой.— ДФйствительно: взявъ 
три точки на окружности и соединивъ ихъ съ центромъ, мы по- 
лучимъ три равныхъь радуса. Еели бы мы предположили, что эти 
три точки лежать на одной прямой, то мы получили бы, что изъ 
точки, взятой вн этой прямой, проведены къ этой прямой три рав- 
ныя прямыя. Чего быть не можеть. 

Опредвлеше. Лашя. въ которой пикакая проязвольно- 
малая часть ея не предегавляеть собою отрЪзка прямой лиши, 
называстся кривою лишею. Если кривая ливйя обладаеть тВмъ свой- 
ствомь, чт0 никаюя три точки ся не лежать на одпой прямой, 
то эта кривая называется сыпуклою кривою. Окружность есть лишя 
кривая (теорема 64), притомъ выпуклая (стЪдетве). 

Теорема 65. Если изъ средины конечной прямой провести 
перпендикуляръ, и если точку взятую въ той же плоскости, но 
ви перпендикуляра, соединить съ концами данной конечной 
прямой прямыми линями, то изъ иихъь прямая, пересёкающая 
перпендикуларъ, больше прямой, его ве перес5кающей. 

Доказательство. Пусть (черт. 67) изъ средепы Г прямой АВ 
проведенъ пернендикуляръ ММ къ этой прамой п пусть точка С на- 
ходится вн перпендикуляра, но въ той же плоскости; требуется 
доказать, что СА > СВ.— Даля доказательства этого соединвыъ точку 

мс пересфчешя @ съ точкою В. Получимь /\ СФЗ, 

въ которомъ 
С9--9В > СВ, (теорема 44); но ФВ= ФА (сяёдетые 
а `В теоремы 57); сяБдовательно (акеома 5) 
м СО - ЧА > СВ или СА > СВ. 
Черт. 67. Что и требовалось доказать, 

Замфчане. Такъ какъ каждая точка перпевдикуляра, прове- 
деннаго изъ средины данной прямой, находится на равномъ раз- 
стоянш отъ концовь прямой (слдетвые теоремы 57), и такъ 
Бакъ каждая точка, лежащая внЪ этого перпендикулара, находится 
не на одинаковомъь разстояши оть концовъь данной прямой, то 
перпендикуляръ, проведенный изъ средины данпой прямой въ данной 
плоскости къ этой прямой, есть геометрическое мфето веЪхъ 
точекъ, чежащихь въ данной илоскости и равно-отетоящихь 
оть концовъ данной прямой. 


Теорема 66. Если гипотенуза н катеть одного прямоуголь- 
наго треугольника порознь равны гипотелуз® и катету другого, 
то треугольники равны между собою. 
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Доказательство. Пусть (черт. 68) треугольники АВС и ЕЕ 
оба прямоугольные, углы А и ГР прямые, сторона АС равна сто- 
ров ОЕ и сторопа СВ равна сторонф ЕЕ; требуется доказать, 
что /\ АВС = Л РЕЕ. — Для доказательства этого наложимъ 
треугольникь ШДЕЕ па плоскость тр-ка :: Е 
АВС такъ, чтобы сторона ПЕ совпала 
<0 стороною АС, а точка Е легла бы 
по другую сторону прямой АС. Тогда 
мы получимъ фигуру Е’СВ, въ ко- 
торой АЕ’ представхляеть собою про Я вр 
должене прямой ВА, потому что сум- Черт. 68. 
ма угловь при хочкВ А, прилогающихь другъ къ другу, равна 
двумь прамымъ (теорема 10). Такимъ образомъ мы получили 
равнобедреппый /\ ЕВС, изъ вершины котораго къ основанно его 
проведенъ перпендикуляръ. А потому (теорема 56) 


Д АВС = Д АЕС;. 


`Е 


но 
ДА РЕР = ДАЕС, 

потому что ири нахожени /\ ЕЁ приняль ноложеше этого послЁд- 

няго треугольника. Слфдовательшо (аксюма 6) Л) АВС = Л БЕГ. 

Что п требовалось доказать. 


Замфчане 1-ое. Приведя въ систему условя равенства пря- 
моугольныхь треугольниковъ, мы получимъ, что прямоугольный 
треугольниюкь опредфляется сафдующими двумя элементами: 1) 
двумя калетами, 2) катетомъ и прилежащимь къ нему острымъ 
угломь, 3) катетомь и противолежащимь ему острымь угломъ, 
4) гипотенузою п острымъ угломъ, 5) гипотонузою и катетомъ.— 
Конечно, это пе вс случаи, когда прямоугольные треугольники 
равны между собою, однако въ геометрАи излагаются только ука- 
занные случан. Ср. замфчане 3-е, которымъ снабжена теорема 59. 


Замфчане 2-е. Приводя въ систему тВ виды треугольниковъ, 
въ существовани которыхъ мы убфдились, мы получимь слфдуюция 
двЪ классификащи треугольников: 1) треугольники различаются: 
остроугольные, прямоугольные и тупоугольные; и 2) треугольники 
различаются: равносторонне, равнобедренные и разносторонн!е. — 
При оэтомъ равнобедренный  треугольникъ можеть быть либо 
остроугольнымъ, либо тупоугольнымъ, чибо ирямоугольнымь; разно- 
<тороннй тоже можотъ быть либо остроугольнымъ, либо тупо- 
угольнымъ. либо прямоугольнымъ; равпосторонн! же треугольникъ 
принадлежить непремфнно къ классу остроугольныхъ, потому что 
таждый изъ угловъ его равенъ = 4. 
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ОпредВленя. Прямолинейная илоская фигура, образован- 
ная плоскою замкнутою ломаною лишею. называстся мноюуюлени- 
комь. Условимся 066000мё мноюуюльника пазываль хоманую линйо, 
его ограничивающую. Каждая изъ ковечныхь прямыхь, состав- 
ляющихь обводъ многоугольника, называется стороною многоуголь- 
ника; точка пересфчешя каждой стороны съ слфлующею называется 
вершиною мноюуюльника; уголь, образованный стороною много- 
угольника со елВдующею, пазывается умом мнооуюзьника; вумма 
всзхъ сторонъ многоугольника, называется его иериметромв. 

Четыреулюльникомв зазываетея многоугольникъ, въ. которомъ 
четыре угла, пяпипулюльникомо — многоугольникъ, въ которомъ пять 
угловъ, и т. д. 

Мвогоугольникъ, обводъ котораго прямою лишею можеть быть 
перее$ченъ не боле чВмь въ двухь точкахь, каково бы ни было 
положеще этой прямой въ плоскости, называется вылуюкииме. Когда 
не утверждается противоположное, то подъ многоугольнякомь въ 
начальной геометрии разумФютъ выпуклый мпогоугольникъ. 

Замфчане. Въ начальной геометрии обыкновенно не изучаются 
свойства такихь многоугольшиковъ, которыхь обводъь самъ себя 
пересвкаеть. Когда въ начальной теометр!и говорять о много- 
угольник», то при этомъ разумфють только такой, котораго обводь 
самъ себя не пересвкастъ. 

Теорема 67. Во всякомъ мпогоугольник® число сторонъ равно 
числу его угловъ. 

Доказательство. Пусть (черт. 69) даль пятиугольникь АВСОЕ; 


требуется доказать, что вь немъ пять сторонъ.— доказатель- 
р ства этого примемъ во внимане, что между пер- 

вою и второю вершипами многоугольника закаю- 

Е. с чена одпа сторопа, между второю и третьею вер- 


шиною— другая сторона, между третьею и четвер- 

' тою—третья сторона, между четвертою и иятою— 

и —В ‚четвертая сторона, и, наконець, между пятою и 

Черт. 69. — первою-— пятал сторона. Такое же разсуждеше мо- 

жеть быть употреблено для веякаго многоугольника. Стало-быть, 
число сторонъ многоугольника равно числу ого углов. 

Теорема 68. Сумма угловъ многоугольника равняется 24, ум- 

ноженнымь на число ого сторошъ, уменьшенное на двё единицы. 

Доказательство. Пусть (черт. 70) данъ  многоугольникь 

АВСОЕЕСН, въ которомъ № угловь и  схоронъ; требуется до- 
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казать, что сумыа его угловъ равна 24. („—2).—Дзя доказатель- 
ства этого возьмемь впутри многоугольника точку О, соединимъ 
ее со всВмп вершинами даннаго многоугольника; такимъ образом 
мы получим 2 различныхь треугольниковъ. Сумма угловь каждаго 
изъ троугольниковь равна 24; сумма вебхъ уг- 
ловь оэтихь треугольниковь равна 94.0; сумма 
угловъ дамнаго многоугольника меныше суммы веёхъ # 
угловъ этихь треугольниковь на сумму послбдова- | 
тельныхь угловъ, образованныхь при вершин 0; 
эта послдняя сумма равна 44 (теорема 12). Стало- их 
быть, сумма угловь мпогоугольника равпяется Чере, 10, 
24. п — 44 иш 34. (п— 2). 
Что, н требовалось доказаль. 

Опредвлеше. Взъшниме узомв мнооузольника называется 
уголь, смежный какому-нибудь углу мпогоугольника. Когда гово- 
рать 0 сумм онъшнихе 3714065 мнозоуюльника, то ипредполагаютъ, 
что у каждой вершипы многоугольника образовавъ только одинъ 
внбшшЙ уголъ, хотя ихъ можеть быть образовано два. Обыкно- 
венно продолжають вс стороны въ одномь паправ- \ 
лени, а имеппо отъ правой руки къ лЪвой, считая, Е 
что мы находимся внутри многоугольника и обра- , 
щены зицомъ къ продолжаемой сторовВ много- 75 
угольника. ‘Такамъ образомь вифшними углами $ 
многоугольника АВСЕЕС (черт, 71) будь узы АВ 
асе Гид. Черт, 71. 

Замфчаше. Учащемуся предлагается, въ качеств полезнаго 
упражнешя, доказать, что сумма вибшнихь угловь всякаго выпуклаго. 
многоугольника, независимо отъ числа его сторонт, равпа 44. 

Опредф лента. Прямая. соединяющая вершины двухь, не 
приложащихь къ одной сторон, угловъ многоугольника, назы- 
вается Опоналю. Четьреугольникъ, въ которомъ противолежаля 
стороны параллельны другъ другу, пазывается параллелораммомв. 
Четыреугольникъ, въ которомъ только двф противоложанця друг 
другу стороны параллельны одна другой, называется трапешею. 
Параллельных стороны трапещи пазываются ея основанями. 

Теорема 69. Противолежащя одна другой сторопы паралзе- 
лограмма разны между собою. 

Доказательство. Пусть (черт. 72) дань наз 2 
раллелограммъ АВСО, т. с. пуеть въ четыреуголь- 7. й о / 
нихф АВСО сторона АВ параллельна ОС и сто- 4—8 
рона АО параллельна ВС; требустея доказать, 
что АВ = ОС и АП == ВС.— Для доказательства этого проведемъ 


& 


СЕ 


Чер:. 72. 
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какую-нибудь щагональ этого параллелограмма, напр., дагональ 
ВР. Получимь два треугольника, у которыхъ сторона ВО общая, 
Ит= (4, (п=р (теорема 30); стало-быть, эти два тре- 
‘угольника равны между собою (теорема 52); а въ равныхъ тре- 
угольникахь соотвЗтетвующие элементы равны между собою, т. е. 
АВ = ОС и АР = ВС. Что и требовалось доказать, 

Сл5детве. Если двЪ прямыя параллельны одна другой, 10 
вс точки одной изъ нихъ находятся отъ другой на одинаковом, 
разстояни. —Дфйствительно: если (черт. 73) даны двЪ параллель- 
м- _лныя прямыя ММ и РО, то, взявъ кашя-нибудь дв 

[ точки Л и В и проведя перпендикуляры АСи ВО 
т 1—4 изъ точекъ А и В къ прямой РФ, получимъ, что 

Черт. 738. эти перпендикуляры параллельны между собою 
(теорема 14); стало-быть, фагура АВС есть параллелограммъ, 
въ которомъь АС = ВО. 

Опредзлешя. Перпепдикуляръ, проведенный изъ какой-либо 
точки одной изъ двухъ паралаольныхь прямыхъ къ другой парал- 
лельной, называется разстоящеме двухб пар ‘алелоныхв ли дру 
отг друш. 'Такъ, перпендикулярь АС или ВП есть разстояно 
прямой ММ оть прямой РО. Паралаелограммъ, въ которомь пере- 
сЗкающйяся стороны образують прямые углы, называстся пряло- 
Злюльнымв параллелораммомз, или, короче, прямоуюльникомв. Па- 
раллелограммъ, въ которомъ какой-нибудь изъ угловь острый или 
тупой, называется косоуюльным параллелораммомв. 

Теорема 70. Во вслкомъ параллолограмыв противолежаще 
другъ другу углы равны между собою. 

Доказательство. Пусть (черт. 74) четыреугольшкь АВСБ 
есть параллолограммъ; требуется докаваль, что 
ХА=ЕС, а ДВ = (5. -Для доказательства 
этого примемъ во вниманс. что если это прямо- 

и угольникь, 10 ХАОС, и ХВ СР (тео- 
г р РЕ рема 5); сели же ХА острый, то ДВи д О— 

`“’ тупые, а ДС-—тоже острый. Но такъ какъ 
АВ || СО, АБ || ВС,т0^ А = ДС, аДВ= ДП (теорема 38). 
Что и требовалось доказать. 

Замфчаше. Эта теорема можеть быть доказапа, конечно, и 
на осповани свойствь тр-ковъ, образованпыхь посл проведешя 
дагонали (см. черт. 74). Это предлагается учащемуся. 

Теорема 71. Длаговали всякаго параллелограмма взаимно 
пересфкаются и притомъ внутри параллелограмма. 

Доказательство. Пусть (черт. 75) дашь паразлелограммъ 
АВСО; требустся доказаль, что дагональ его ВО перосфкается 


$ 6. 0 МНогОУГОЛЬНИКАХЬ, НАРАЯЯЕЛОТРАММАХЬ И ТРАНЕЩЯХЬ. оь 


дагональю АШ и притомъ внутри параллелограмма. — Для доказа- 
тельства этого примемъ во вниман!е, что точка С находится вн% 
треугольника АВО, но внутри его угла А, Цо- 2—— с 
этому прямая АС пересфчеть ирямую ВО и при- И 
томъ въ точкЪ, находящейся между точками Ви 04 в 
(сафдетые 4-е теоремы 1), т. е. внутри паразае- 
лограмма ЛВСР. Что и требовалось доказать. 

Теорема 72. Дагопази всякаго параллелограмма взаимно д%- 
лятся пополамъ въ точкВ ихь пересёчешя. 

Доказательство. Пусть (черт. 76) дань параллелограммъ, 
АВСО п его дагонаши АС и ВО; требуется доказаль, что он® 
въ точкВ пересфчешя М раздфляють одна другую = с 
пополазь, т. ©. что АМ == МО, в ОМ == МВ.-—Дая У 
доказательства этого примемь во внимане, что при 
этомъ образуется четыре треугольника, изъ кото- 
рыхь мы раземотримь треугольники ЛВМ и ОСМ. Въ этихъ 
двухъ зреугольникахь стороны АВ и ПС равны между собою 
(теорема 69), и углы, къ нимъ прилежеще, порознь тоже равны 
между собою (теорема 30). Стахо-быть, треугольники эти равны 
между собою (теорема 52); а потому прямая АМ = МС, и пря- 
мая ОМ = МВ. Что и требовалось доказать. 

Теорема 73. В косоугольномь параллелограммв дахональ, 
соединяющая вершины острыхъ его угловъ, больше магонали, со- 
единяющей вершины тупыхъ. 

Доказательство. Пусть (черт. 77) фигура АВС есть косо- 
угольный параллелограммъ, Д.А острый, а прямыя ВО и Аб— его 
магонали; требуется доказать, что магонаяь ВО 
больше щагопали АС.—Для доказательства этого 


Черт. 75. 


Черт. 76. 


разсмотримь треугольники ОВА и САБ, у которыхъь ИИА 
сторона АВ общая, сторона АХ = ВС, а острый = 7 
СА, заключенный между АВ и АП меньше тупого У Е и: 


угла В, заключеннаго между АВ и ВС.— Стало-быть 
(теорема 53) магопаль ВО болыше маговали АС. — “рт. 71. 
Чтб п требовалось доказать 

Теорема 74. Въ прямоугольникв дагонали равны между 
собою. 

Доказательство. Пусть (черт. 78) фигура АВС есть пря- 
моугольникъ; требуется доказаль, что дагонали 2 с 
его АС и ВО разны между собою. — Для доказа- >< 
тельства этого раземотримъ треугольники ОВА я дл в 
САВ. Это — треугольники прямоугольные, и у  Чер". 78. 
инхь одинъ катеть общйй, а ироще два хатета равны между со- 
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бою (теорема 69). Слфдовательно, ЛХ РВА==/\ САВ (слёдотые 1-е 
теоремы 51), а въ равныхъ троугольникахъ соотв тетвуюние эле- 
менты равны между собою, т, с. Магопаль АС равна дагопали ВО. 
Что и требовалоеь доказать. 

ОпредВлешя. Параллелограимъ, въ которомъ всё четыре 
стороны равны между собою, называется ромбоме. Прямоугольнивъ 
же, у котораго веВ четыре стороны равлы между собою (пря. 
моугольный ромбъ) называется также и коадратомв. 

Теорема 75. Во всякомъ ромбЪ магонали пересекаются подъ 
прямымъ угломъ. 

Доказательство. Пусть (черт. 79) четыреугольникь АВОСЬ 
есть ромбъ; требуется доказаль, что магонали его взаимно пер- 
пендикулярны. — Для доказательства этого примемъ во вниман!о, 
что во воякомъ случа (будеть ли данный ромбъ 
квадратомъ, или нфтЪ) /\ ООВ есть треугольникъ 
равнобедренный, и въ немъ лашя МС, соединяющая 
средину основавя (теорема 72) съ вершиной, 
должна быть перпендикулярна къ его основано 
я В (слЬдетые 1-е тсоремы 55). Стало-быть, МС пер- 

Черт. 79. пендикулярна къ ОВ. Что и требовалось доказать. 

Лемма 3-н. Если двЪ коночныя прямыя равны и паразлольны, 
то непересВкалон{яся прямыя, соединяющия концы ихъ, тоже равны 
и ‘параллельны. 

Доказательство. Пусть прямая АВ равна я параллельна пря- 
мой СП; требуется доказать, что прямая АП равна и параллельна 
прямой ВС.—Лля доказательства этого проведемъ одну изъ дмаго- 
налей, напр., дагональ АО; получимъ два треугольника АВО п 
с АОО, которые (теорема 51) равны между со- 

бою, потому что стороны АВ и СО равны по 

условию, АС общая, а заключенные между ними 

углы тоже между собою равны (теорема 30). 
Сл#довалельно, АР = ВС, аДр= и, т. е. АС также и па- 
раллельна ВО (теорема 25). Стало-быть, АС равна и параллельна 
ВР. Чтб и требовалось доказать. 

Замфчане. Слова: „равна и параллельна“ ипогда на письм® 
замВняются знакомъ ||. 

Теорема 76. Если нопараллельных стороны тралеши разд?- 
лить пополамъ и соединить точка дВлешя прямою лан!ею, то эта 
прямая параллельна основашямъ трацещи и равна полусумм% ихъ. 

Доказательство. Пусть (черт. 81) дана трапещя АВСР и пусть 
точки Ми средипы непараллельныхь сторонь А) и ВС; тре- 
буется доказать, что прямая ММ параллельна основашямт трапещн и 


р. 


Черт. 
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равна полусуммз сторонъь АЗ и СР.—Для доказательства этого 
проведемь черезь точку № прямую параллельно къ АО и продол- 
жимь ее до пересфчешя ©ъ основашомь АВ 2 
въ точкз [и съ продолжешемьъ осповашя 10 м 
въ точкВ Е; тогда мы получимь пирвяаезо- ^ 
траммь АЕЕО я равные между собою (теорема 47 
52) треугольники МСЕ и МБР. Въ этихь 
треугольникахь МЕ = МЕ, т. е. ЕМ = '/,ВЕ; но, по условию, 
ОМ = /, АО; слЬдовательно (акфома 11) ЕМ=ОМ, и поэтому 
{лемма 3-я) ММ Е: РЕ АГ. Такимь образомъ доказано, что 
ММ параллельна каждому изъ основав трапеци. 'Геперь остается 
доказать, что она равна полусуммВ ихъ. Принявъ во внимане, 
410 


Черт. 


ММ = АВ — ИВ 
и ч10, кромВ того, 
ММ = 08 -- К, 
и сложивъ (акс1ома 8) 06% части этихъ равенствь, мы получимъ, что 
МХ = АВ + ОС + СЕ — ЕВ. 
Но 0 = ЕВ; стахо-бызь, ММ == АВ -- 2О, откуда 
АВ рс. 


Стало-быть, прямая ММ параллельна основашямъ трапеши и равна 
полусуммВ ихъ. Ч1тб и требовалось доказать. 


УТ. 0бъ относительном положен ирямой и окружности и 065 
ИОИТеЛЬНОМЬ положещи двухь скружномей въ плосиооли, 


Теорема 77. Если изъ конца радбуса провести въ плоскости 
круга прямую, перпендикулярную къ этому радусу, 10 эта пря- 
мая имфеть съ окружностью круга только одну эту общую точку. 

Доказательство. Пусть (черт. 82) дана окружность, центръ 
хоторой есть точка С, а рамусъь СА. и пусть 
черезъ точку А проведена, въ той же плоскости, 
прямая ММ, порпопдикулярная къ ращусу СА; 
требуется доказать, что у этой прямой и окруж- 
ности есть только одпа общая точка А.—Для дока- 
зательства этого примемъ во вниман!е, что всякая 
прямая СС, соединяющая любую точку @ прямой 
ММ сь ценаромь С должна быть больше ращуев СА, такь 
вакъ СА есть перпондикуляръ, прямая Сб наклонная къ ММ, 
проведенная изъ той же точки (слёдетве 1-е теоремы 61). Слёдо- 
ватетьно пикагяч толко СЁ хезхя мм 


Черт. 82. 


64 ПЯАЦИМЕТРГЯ. 


ности, т. е., кромВ точки А, пе существуеть ни одной такой точки, 
которая бы въ одно и то же время принадлежала и прямой и 
окружноста. Стало-быть, у данной окружности и данной прямой 
есть только одпа общая точка А. Чтб и требовалось доказать. 
Слёдетве. Если изъ копца радгуса провести къ этому ражуву 
въ той же плоскости перпендикулярную прямую, 10 всВ точки 
этой поеслфдией, за исклоючешемь точки, принадлежащей также и 
окружности, находятея внф окружности, а всё точки окружности, 
з& исключешемь той же точки, лежать виБ прямой. — ДЪйстви- 
тельно: всякая точка этой прямой, за исключешемь общей точки 
прямой и окружности, есть подноже паклопцой, лежащее вн» 
окружности, & веякая точка окружности, за исьлючешемь той же 
общей точки, есть копець ращуса, лежащИ онь прямой. 
ОпредВлене. Хасательною кь дапной окружности назы- 
вастся безконечная прямая, ниБющая съ вею только одну общую 
точку. Общая точка окружности и прямой, къ ней касательной, 
называется точкою касашёя (пли соприкосновеня) прямой и окруж- 
ности; окружность, которой данная прямая касается въ нёкоторой 
точкВ, называется окружностью, касателоною кг этой прзмой. 
Теорема 73. Вез точки окружности, касательной къ дан- 
ной прямой, 3& исключешемъ точки касашя, лежащей на этой 
прямой, находятся по ту же сторону прямой, гдВ лежать центрь 
окружности. у 
Доказательство. Пусть (черт. 33) окружность С касается иря- 
мой ММ въ точкЪ А; требуется доказать, что веф точки окруж- 
ности, лежать по ту же сторону прямой, 
гдВ лежить центръ окружности.—Дли дока’ 
зательства этого предположимь, что нЪкото- 
рая точка окружности находатся въ точкВ 
В, по другую сторону прямой. 'Гогда прямая 
СВ была бы однимъ изъ радусовъ данной 
Черт. 83. окружности и должна была бы равнаться СА 
но СО > СА, стало-быть, и подавно СВ> СА, т. е. одинъ 
изъ радусовь окружшости болфе другого ея фадуса, чего 
быть не можеть. Слало-быть, всё точки окружности, касательной 
къ данной прямой, за исключенемь точки касавя, лежащей на 
этой прямой, находятся по ту жо сторону примой, гдВ лежить 
центръ окружности. Что и требовалоеь доказать. 
Теорема 79 (обратная теорем 77). Вели данная прямая 
есть касательная къ дамной окружности, то эта прямая перпен- 
дикулярна къ ражусу, проведелному чрезъ точку ихъ касашя. 


\ 1. ОБЪ ОТНОСИТЕЬНОМЬ НОдОЖЬШН ПЕНЫ и ба ошиоолы, 


Доказательство. Пусть (черт. 84) прамая ММ есть каса- 
тельная въ окружности даннаго радуса и пусть точка А точка 
пхъ касашя; требуетея доказать, зто касательная прамая ММ 
перпендикулярна къ ращусу СА, проведенному чрезъ точку ка- 
сашя.—Для доказательства этого предположимь, что прямая СА. 
въ прямой ММ ис перпендикулярна, а наклонна; въ такомь слу- 
чаЪ какая-нибудь другая прямая СС должна быть перпендвкулярна 
хь прамой ММ. Но точка @ лежать внЪ окружности, такъ гакъ 
прамая ММ есть касательная къ окружности (теорема 78); въ 
такомъ случав СС больше рамуса СА, т. е. перпендикуляръ 
больше наклонной, чего быть пе можеть. Сифдова- 
тельно, невозможно также, чтобы прямая СС; была 
перпендикдулярна къ касательой ММ, а ражусъ 
СА хъ ней не перпендикуляренъ. Стазо-быть, ра- 
мусь СА перпепдикулярень къ касательной ММ, 
проведенной чрезъ конець его, а касательная ММ, 
въ свою очередь, перпепдикулярна къ ражуеу СА, 
проведенпому чрезъ точку касашя. Чтб и требовалось доказать. 

Слёдетве. Изъ точки, взятой на окружности, къ этой окруж- 
ности въ той же плоскости можно провести только одну къ ней 
касательную прямую.—ДБйствительно: если бы можно было про- 
вести дв касательныя прямыя, то получилось бы, что изъ точки, 
взятой на прямой, къ этой прямой въ одной плоскости можно 
провести два перпендикуляра. Чего быть пе можеть (теорема 7). 

Замфчане. Если чрезъ точку касавш данной ирямой съ окруж- 
ностью провести д1аметръ этой окружности, то онъ перпендикуляренъ 
ЕЪ данной касатольной (теорема 79). Всф. теоремы, обратныя на- 
стоящему предложено, тоже справедливы, въ чемъ учащемуся 
предоставляется убфдиться. Особенно важна слЗдующая: 

Теорема 89. Если изъ точки соприкосновев!я данной прямой 
х данной окружноств провести въ той же плоскости перпендику- 
ляръ къ этой прямой, то этоть перневдикуляръ пройдеть чрезъ 
центръ окружности. 

Доказательство можеть быть поведено снособомь отъ про- 
тивопоеложнаго и предоставляется учащемуся. 

Теорема 81. Если перпендикуляръ, проведенлый изъ центра 
данной окружности къ нзкоторой безконечной прямой, находящейся 
въ той же плоскоети, равенъ радгусу этой окружности, то эта 
прямая есть касатезьная къ данной окружности. 

Доказательство. Пусть (черт. 85) периендикуляръ СР прове- 
денный изъ цептра С изкоторой окружиости къ нкоторой прямой КГ, 

5 


Черт. 84. 
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равень рашусу СА этой окружности; требуется доказаль, что эта 
прямая есть касательная къ давиой окружности.—Для доказатель- 
ига этого примемь во виимаше, что окруж- 

а ` поесть эта пройдеть чрезъ точку Р прямой К; 

( а потому (теорема 33) прамая КР имфоть еб 
окружностью только одну общую точку Р, т. е. 

® = есть касалельная къ ней. Чтб и требовалось 

Чери. 85. доказать. 

„Лемма 4-ая. Если центръ и нЪкоторая точка окружности 
лежать по разных сторопы какой либо бозкопечной прямой, па- 
ходящейся въ той же плоскости, то окружноеть переефкается 
прямою въ двухъ, и притомъ только въ двухъ точкахъ. 

Доказательство. Пусть (черт. 86) цештръ С и точка А окруж- 
ности С лежать но разныя стороны безконечной прямой ММ; 
требуется доказать, что у этой пря- 
мой и окружпости двЪ, и притом 
ЕЁ только дв обийя точки.— Для дока- 
‚ зательства этого возьмемь по ту же 
. сторону прямой ММ, тд лежить 

центрь С, еще одну точку В, от- 
стоящую оть С па разетоящи рав 
пом прямой СА и лежащую па 
продолжеши прямой АС. Тогда точ- 
№ ка В должно лежать на окружности, 
проведенпой изъ центра С радусомъ 
Черт. 86. СА, а на основа донущешя 4-го 

о прямой линш, окружность эта 

должна пересВчь прямую ММ, по крайней мЪрЪ, въ одной точкз; 
пусть точка Р — одпа изъ точекь пересзчешя; проводемъ пря- 
мую СО; эта прямая пе перпендикулярпа кь ММ, ибо, въ 
противномъь случаф, ММ быда бы касательною п вс точки 
окружности лежали бы по отвошевю къ цешру по ту ©1о- 
рону прямой ММ; что противорзчлть положевио точки В. Сдь- 
довательно, прямая СР паклониа къ ММ; проведя перпепдику- 
ляръ СР и отложавъ по другую сторону точкя Р на прамой ММ 
прямую РЕ, равную РО, мы получимъ точку Е, чрезь которую 
тоже должна пройти окружиость, ибо тогда СЕ = СП (слдетне 
теоремы 57). Такиыъ образомь доказапо, что прямая ММ и 
окружность имфють двф обийи точки; что такихь точекъ тольшо 
дв — извфстно изъ теоремы 64 й. Стало-быть, если цептръ 
и нркоторая точка окружпости лежать но разныя стороны какой- 
зибо безконечной прямой, находящейся въ той же илоскости, то 
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окружность перес®кается этою прямою въ двухъ, и притомъ только 
зъ двухъь точкахь. Что и требовалось доказать. 

Теорсма 82. Если порнендакуляръ, проведенный изъ центра 
данпой окружноети къ безкопсчной прямой, паходящейся въ той же 
плоскости, менфе ражуса, то окружность пересвкается прямою въ 
двухъ и ТОЛЬКО ВЪ двухъ точкахъ. 

Доказательство. Пусть (черт. 37) пернендикуляръ СР, проведен- 
ный изъ цепгра С иЗкоторой окружности къ прямой ММ, находящей- 
<Я въ той жо плоскости, менфе ражуса СА этой окружности; требустся 
доказать, чго эта прамая и окрумпость им 
ют двЪ, и притомъ только двй; обиия точки.— | 
Для доказательства этого продолжимъ периен- Г 


днкуляръ СР до пЪкоторой точки В, зожащей , 
по другую сторону прямой ММ, съ тБмъ чтобы № 


прямая СВ равпялаеь ралусу СА. Тогда полу- В 

чимь, что эта окружность пройдеть чрезъ точку Черт. 87. 

В, при чемъ цептръ лежитъ по одну, а точка В по другую сторону 
прумой ММ. Поэтому (земма 4) прамая ММ пересфкаеть окруж- 
ность въ двухъ. и пригомъ только въ двухъ точкахъ. Стало-быть, 
если перицендикутарь, проведенный изь центра къ прямой, пахо- 
хащейся въ той же плоскости, мензе радуса, то прямая перес%- 
ваеть окружвость въ двухъ, и прихомъ только въ двухъ точкахь. 
Ч тб и требовалось доказаль. 

Теорема, 83. Если порпендикуляръ, проведепный изъ центра 
ФЕружноств къ данной безконсчной прамой, находящейся въ той 
же плоскости, болфс радуса, то ве безъ исключешя точки окруж- 
пости лежать внф этой прямой. 

Доказательство. Пусть (черт. 88) перцендикуларъ СР, прове- 
хенный изъ центра окружности къ примой ММ, болфе ражуса СА; тре- 
бустся доказать, что всЪ точки окружности лежать внз прямой ММ.— 
Аля доказательства этого отложимъ па прямой СР отъ точки С по 


занравленио къ точкф Р прямую СВ, равпую № м 
равусу СА. Точка В этой окружности въ этомъ ^ 
случа ложить внЪ прямой ММ. КромЪ того нии в 
провсдемт чрезь точку В прямую В$, ка- в 
сательцую къ окружности; опа будоть парал- \№ в ф 


чезьна прямой ММ (теорема 79), и веЪ 
точки окружности, вромБ точки В, лежагь Черт. 88. 

ввз прямой В$. Ве точки окружиости, за исключенемъ точки 
3, п ве точки прямой ММ лежать по раззыя стороны прямой 
5. Стало-быть, ие только точга 1, по и подавно ве осталь- 
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ных точки окружности С лежать вн прямой ММ. Что и требо- 
валось доказаль. 

Теорема 84 (обратная теорем 81). Если данпая прямая есть 
касательная къ дацной окружноети, то равстояве цептра окруж- 
ности оть данной прямой равно ражусу окружности. 

Теорема 85 (обратная теорем 82). Если данная прамал ле- 
ресЪкаеть окружность, то разстояше центра окружноети отъ дан- 
ной прямой мене ражуса окружности. 

Теорема 86 (обратная тсорем® 33). Если веб точки дапной 
прямой лежать ви данной окружности, 10 разетояще центра 
окружности оть данной прямой болфе рад1уса окружности. 

Доказательство этихь трохъ теоремъ предоставляетел уча- 
щемуся. 

Ленна 5-ал. Чрезъ три точки, не лежеля на одной прямой, 
можпо провести окружность. 

Доказательство. Пусть (черт. 89) три точки А, Ви С вс 
лежать па одной прямой; требуется доказаль, что чрезъ пихъ 

ы с можпо провести окружность, т. е. что существуеть 

ифкоторая точка О, ваходящаяея въ одинако- 

вомъ разетоящи отъ точекь А, В и(С.—Даля дока- 

зательства этого соединимь точку А еъ точками В 
А в п С. Предетавимь себ, что точки М и М суть 
середипы конечныхь прямыхь АВи АС; проведемъ 
изъ точки М прямую МР перпендикулярно къ АВ, 
и получимъ, что па прямой МО лежать вс бозъ пскточеши 
точки, находящияея па равпомь разстоящи оть точекь Аи В 
(теорема 65). СаЁдовахельцо, если существусть такая точка, 
которан находится па однпаковомъ разстояши отъ вебхъ трехъ 
точек, А, Ви С, 10 эта чочка должна ложаль на прямой МО. 
Далфе, проведемъ изъ точки М прямую перпепдикулярно къ АСи 
получимъ, что на прямой МЕ лежать всЪ, безъ исклоченя, точки, 
находницяся па равномъ разстоянш отъ точки А и С (теорема 65). 
Слдовалельно, если существуеть такая точка, которая находится 
на одинаковомь разстолын отъь ве№хь трохь точекь А, В 
и С, 10 эта точка должна находиться также и на пря- 
мой МЕ. Тавимъ образомъ, если такая точка сущеетвуеть, 
10 она должна лежать въ одно п то же время па двухъ прямыхь, 
т. в. чежить въ точкВ нхъ пересфчешя (слфдстве 3 теоремы 1-й). 
Но эти два пориепдикуляра МЮ н МЕ пересЪкаются въ и®кото- 
рой точкф О (теорема 40), которая, слфдовалельно. находится 5 
равномъ разстояши оть вобхь трехь точекъ Л, Ви С. Сафдо- 
татальпо. существует такая точка 0, которая цаходитея па рав- 
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вомь разстоящи оть трехъ точекь А, Ви С, не лежащихъ на 
одной прямой, т. е. мы можем, принявъ точку О за центръ, & 
ОВ за радусъ, провести окружность, и эта окружность пройдетъ 
чрезь всё три точки Л, В и С. Стало-быть, чрезь три точки, 
не лежаншя па одной прамой, можно провести окружность. 

Сльдстве. Чрозъ три точки, ие лежашйя па одной прямой, 
можно провести только одну окружность. — ДЪйствительно: мы 
нашли, что центръ окружности, которую можно провести чрезъ 
три точки, пе лежашия па одной прямой, совпадаегь съ перес$- 
чешемь нфкоторыхъ двухь прямыхъ лин; но точкою перееченя 
друхь прямыхь можеть быть только одиа точка (слбдетые 2-е 
теоремы 1-в); стало-быть, пайденпый мами центрь можеть быть 
только одинь, а за ражуеъ можеть быть принята только одна ко- 
печная прямая. Стазо-быть, чрезъ три точки можеть быть проведена, 
только одна окружность. 

Замфчане. Учащемуся предлагается, въ качест» полезнаго 
упралкнешя, изслфдовать съ той же точки зрЪшя— почему чрезъ три 
точки, лежашця па одпой прямой, нельзя провести окружность 
опредвленнаго радуса (ср. слВдстые теоремы 64). 

и редвлешя. Конечная прямая, соединяющая центры двухъ 
круговъ, ложащихь въ одной илоскости, пазывается лише центровв 
этихь круговь или лишею центровь ихъ окружностей. Если у 
двухь окружпостей, находящихся вь одной илоскоети, центры 
совпадають, то длина лини центровъ считается равпою пулю, & 
окружности пазываются кониентрическими. 

Теорема 87. Если двЪ окружности, находясь въ одной илос- 
кости, лежать каждая ви другой, такъ что у нихъ пЪтЪ ни одной 
общей точки, то линя ихъ центровъ болфе суммы ратусовъ этихь 
окружностей. 

Доказательство. Пусть (черт. 90) окружности О и0,, кото- 
рыхь радусы Пи ›, паходятся каждая внф другой, притомъ такъ, 
что у нихъ нётъ пи одной общей точки; требуется доказать, что 
00, >В - +.—Для доказательства этого примемь во внимане, 
410 въ этомЪ случаз точки А нА, лежать между точками О и 0,, 
притомъ такъ, что точка А, лежить вп окружности О, точка АМ 


зн окружности 0,. СлЗдовалельшо: 
00, — 04 + АА, +440, , (-) 
т, 6. < 
00, = В+ АА, += В+ АА, и” 
откуда 
00, >В 


Чт п требовалось доказазь. Черт. 90. 
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Теорема 88. Если продолжить радусь окружности за пре- 
ХЬлы ея и припать какую-либо точку сго продолжешя за цеитръ, 
& разстояще между этой точкою и концомъ данпаго радуса за 
ращусъ новой окружности, то копець даппаго радуса есть сдин- 
ствепиая общая точка обЪихь окружпостей. 

Доказательство. Пусть (черт. 91) ражусь ОЛ окружности 0 
продолженъ до точки О, и пусть копечная прямая О,А припята 
за ращусь новой окружности; требуется доказать, что точка А. 
есть единственная общая точка обфихъ окружностей О и 0.. — 
Для доказательства этого изъ точки А проведем перпендикулярь 
АМ, который будеть касательпою къ обфимъ окружпостямь (1ео- 
рема 77); вс точки окружвости О, за пскаю- 
чешемьъ точки А, лежать внф прямой АМ но 
одну ел сторову, а всЪ точки окружности О,, 
за исключенемъ той же точки А, лежать внв 
прямой АМ по другую ея сторопу; а потому 
не существусть еще одной точки окружности 

Черт, 91, 0, которая въ 10 же вромя принадлежала-бы 
окружности О, и, обратно, не существуеть пи одной точки окрул- 
ности О,, которая припадлежала бы такще и окружности 0. 
Стало-быть, у дапныхь окружностей только одна общая точка А. 
Чт и требовалось доказать. 

Фпредвлеш1я. Если дв окружности имЪють только одпу 
общую ‘точку, а всф остальныя точки каждой изъ нихъ лежать внф. 
другой окружности, то эта общая точка называетел опочкою из 
внишняю касаня (пли соприкосновеня), & окружности павываются 
хасательными сб опплинимс касанемс. 

Замфчан. Теорема 88 доказываетъ, что касательных съ вивии- 
нимъ касашемъ окружпости существуютъ. Вообще: прежде чЪмъ 
устанавливать какое вибудь опредфлеше, падобно убЪфдиться въ 
существоващи того, 910 мы опредфляемь, Выше было принято, 
что прямая лия и плоскость не подлежать опредфленямъ 
{Сведеше, УПТ). Теоремы же 6, 14, 43, 45, 59, 77 и друмя 
служать для доказательства существовайя тфхь фигуръ, когорыя 
посл нихь опредБляются. 

Лемма 6-я. Если взять точку, ие совпадающую съ центромъ, 
на маметр$ окружности, то мепьшая часть даметра менфе, а ббль- 
шая часть даметра боле конечной прямой, соединяющей эту точку 
съ любою точкою той же окружности. 

Доказательство. Пусть (черт. 92) дапа окружность О и точка 
А, не совпадающая съ центромъ, па даметрв ВС; требуется до- 
казать, что ЛР > АС и что АВ> АР. —Ддя доказательства, этого 


соединимъь центрь О съ точкою О; получимъ /\ АОФ, въ ко- 
торомъ (тсорема 44) АО -- АБ> 00, откуда (акеюма 5) 

А0 -- ^О > ОС, или АО -- АБ > АО -|- АС, 

т. е. (акоюма 8) А0>АС. — Для доказательства 
второй половивы теоремы раземотримъ тоть же 
А АОЬ, въ которомъ 

А0 + 96>АЬ, 

откуда (акоюма 5) 

А0 | ОВ >АЬ, т.е. АВ>АБ. 
Стало-быть, АО>АС я АВ> АБ. Что я требова- Черт. 92. 
лось доказать. 

Теорема 89. Кели принять какую-либо точку даметра окруж- 
ности за центръ, а меньшую часть Маметра за ражуеъ новой 
окружности, то конець этого радуса есть единственная общая 
точка обЪихь окружностей. 

Доказательство. Пусть на радус8 ОЛ взята точка О, и пусть 
она припята за центръ, а прямая О,А за ращусъь новой окруж- 
ности; требуется доказать, что точка А есть един- 
ственная общая точка обфихъ окружностей. — Для 
доказатсльства этого примемъ во внимане, что 


(ленма 6-21) ОА < ОВ, и что вообще ве точки " 

окружности О,, за исключешемъ точки А, нахо- 

дащейся на окружности О, находятся внутри в 
Черт. 98. 


окружности О. Стало-быть, 06% окружности имЪютъ 
одну, и притомъ только одну общую точку. Что и требовалось 
доказать. 

Фпредвлеше. Бели у двухь окружностей только одпа общая 
точка и веб остальныя точки одной изъ нихъ, за исключешемъ, 
этой общей точки, лежать внутри другой окружности, то эта общая 
точка пазывается точкою илб внутренииюо касачёя, а окружности— 
окружностями сб внутренними касашемв. 

Замфчан:е {-0е. Теорема 89 дохазываеть, что касательных съ 
внутреннимъ касашемъ окружноети сущеетвуютъ. 

Замфчане 2-е. Учащемуся предоставляется, въ калеств® 
весьма полезнаго упражневя, раземотрфть случай, когда за ра- 
Хуеь принята большая часть даметра, & равно сзучай-—когда за 
центръ принята точка на продолжени даметра, а за рамуеъ — 
фазетонше этой точки до пазала даметра. Въ этихь случаяхь 
окружности ныфютъ тоже внутрениее касаше. 

Теорема 99. Если двф окружноети ямфютъ вифшиее касане, 
хо точка касая лежитъь на лини цептровъ, и притомь между 
центрами далпыхь окружности. 
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Доказательство. Пусть двф окружности О и 0, пыоть 
внЪшнее касаве въ точкВ Л; требуется доказать, что центры ихъ О 
и 0, и точка касашя лежать па одной прямой. —Дли докаватель- 
ства этого предположимь, что точка касашя А (черт. 94) ложить 
вн% лиши центровъ; тогда лишя центровъ пересфчеть окруж- 
ности вь двухъ точкахь В и С, изъ которыхь первая должна 
лежать вн окружпости О,, & вторая — вц окружности 0; 
а потому лишя центровъ должна была бы состоять 
изъ трехь частей, изъ которых дв, ОВ и 0,С, 
порознь равны радгусамъ данпыхь окружностей, а 
третья предетавлясть собою разетояше между кон- 

Черт. 9. — Цами этихь радусовь. 'Гогда сторопа, равная лан 
центровь ОВСО, ‚ треугольника, котораго “остальныя 
стороны равны ОЛ и О.А, больше суммы остальныхь сторонъ 
треугольника. Чего быть но можеть (тсорема 44). СОлдовательно, 
точка касашя не можеть лежать вн лиши центровъ. Но она 
не можеть лежать также па продолжеши этой лиши, потому 
что окружности имфютъ вишнес касане. Отало-быть, точка ка- 
сашя двухъ окружностей съ вифшнимъ касашемъ лежить на леши 
центровъ, и притомъ можду центрами окружностей. Что и требо- 
валось доказать. 

Слёдетве 1-е. Если двф окружности имф01Ъ внфшпее ка- 
сане, то лишя центровъ равпа сумм» радусовь.— Дфйетвительно: 
по предыдущей теорем, точка касашя А лежить между центрами 
О н0,. Стало-быть, 00, = ОА -- О.А, 

Сльдетые 2-0е. Тези дв окружности имЪоть выифшиое ка- 
саше, то прямая, касательная къ одной изъ нихъ въ точкВ касашя 
обфихь окружностей, ость касалольная также и къ другой окруж- 
ности, — ДЪйствительно: эта прямая перисндикулярна къ рафусамь 
обфихь окружностей, проходящимь чрезъ точку касашая. 

Теорема 91. Если двф окружности имфють впутревиее ка- 
сане, то точка касашя лежить на продолжени лиши центровъ. 

Доказательство. Пусть окружности Ох О, имфють знутрен- 
нее касан!е въ точкЪ Л; требуется доказаль, что точка касая 
лежить па продолжеши лини центровъ.—Лля доказательства этого 

д продпозожинмь, что точка А (черт. 95) ложить ва 
ея продолжешя. Тогда мы получили бы, что лия 
о о, вс цептровь переефчеть внутрешиою окружность въ 

Черт. 95. точкВ В, а внзшиюю— в точкв С; но О.А > О.В 
(лемма 6-ая), г. ©. одинъ радрусъ окружности больше 

другого радуса той же окружности, чего быть пе можеть. Слф- 
доватольно, точка касашя ле можеть ложать вп продолженя 
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лини центровъ; но она не можеть также лежать и на самой лийи 
дентровъ, потому что это окружности съ касашемъ внутреннимъ. 
Стало-быть, точка каваля зежить на продолжени зиши цонтровъ 
Чт и требовалось доказать. 

Слёдетве 1-е. Мосли дв окружности пмфють внутревиее 
хасане, то лишя центровъ равна разности ихь радусовъ.—ДФИ- 
ствнтельно: въ этомъ случа 00, =В — Ц. 

Слфдетве 2-ое. Шсли двф окружности имють внутреннее 
хасане, то прямая, касательная къ одной изъ нихъ въ точкВ ка- 
сазя обфихь окружностей, ееть касательная также и къ другой 
окружности. — ДЪйствительно: эта прямая перпендикуларна къ ра- 
мусамъ обфихь окружноетей, проходящимь чрезъ точку касаня. 

Теорема 92. Если дана окружность и если нфкоторая дру- 
тая окружноеть проходить чрезь точку, лежащую вы первой 
окружности, и чрезъ точку, лежащую внутри ея, то вторая окруж- 
ность поресЗкаетъ линио центровь или ея продолжеше въ точек, 
несовпадающей ни съ одной изь точемь поресфчешя первой 
окружности съ безконечно продолженлой лишей центров». 

Доказательство. Пусть (чорт. 96) дана окружность О и 
шусть другая окружность, которой центръ точка О,, проходить 
чрезъ двф точки А и В, изъ которыхъ первая лежить виЪ, а вто- 
рая—внутри окружности О; требуется доказать, что окружность О, 
не переефчеть лиши центровъ и ея продолжешя ни въ точкё М, 
ни въ т0чкв М.—Для доказательства э1ого примемъ во внимашео, 
что если бы точка В аежала на 
лини центровъ или ся продояжени, 
то теорема доказана; ибо она въ 
этомъ случаЪ не могла бы, по 
условно, совпасть пи съ точкою М, 
ни съ точкою №; если же точка В 
лежить вн лиши центровъ, то опу- Черт 96. 
слимъ изъ нея порпендикулярь па прямую 00, и 0оть точки Р 
отложимь на его продолженш прямую РВ,, равную прямой РВ. 
Сосдинивъ точку О, съ точками В и В,, получим (сафдетые тео- 
ремы 57), что О.В = О,В,, т. е. что точка В, тоже лежить на 
окружности О,; & потому эта окружиость должна поресфчь линпо 
центровт или ея продолжеон!е (допущеше 4-ое относительно прямой); 
но это пересфчеше не можеть совпасть ни съ точкою М (ибо въ 
этомъ случа мы имли бы двф окружности съ визшнимъ касашемъ, 
что противорвчить условно и теорем 88), ни съ точкою М (ибо въ 
этомъ случаВ мы имёли бы дв окружности съ впутреннимь ка- 
<ащемъ, что тоже противорЪчить условно и теорем 89). Стало- 
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быть, точка пересёченя окружности съ лишею центровъ или еж 
продолженомь нс совпадаеть пи съ точкою М, ни съ точкою №. 
Что и требовалось доказаль. 

Сльдстве. Точка пересВчен!я двухъ пересфкающихея окруж- 
ностей лежить вн лини цевтровъ и ея продолжешй.— Дйетви- 
тельно: если бы мы предиоложили, что точка переефченя двухь 
пересекающихся окружностей лежить на лиш центровъ, то это 
значило бы, что вторая окружность пересфкаеть линйо центровъ 
въ той же точкЪ, въ которой ее пересВкаеть первая окружность. 
Чего быть не можеть (теоремы 88 и 89). 


Теорема 98. Если дв окружности порссвкаются, то у нихь 
дв№, и притомъ только двф точки пересбчешя. 


Доказательство. Пусть (черт. 97) окружность О пересчена 
другою окружностью, которой центръ находится въ точкВ О, (на 
черт. 97 окружности не выполнены), въ нЪкоторой точкВ М; тре- 
буется доказать, что эти двЪ окружности пересфкаются еще въ 
одной точкв. — Для доказательства этого изъ точки М, лежащей 
внф лиши цептровь (слФдетше теоремы 92), къ ливи центровъ 
проведемъ периендикуляръ МС, продолжимъ его, на продолжения 
отложимь прямую №С, равную МС, я соединимъ точки М в № 
съ центрами О и 0,. Увидимь, что 

ОМ =: ОМ (слЪдетве теоремы 57), 


& также 
0, М = О.М (по той же причин). 
Это значить, что точка М принадлежить обфимъ окружностямь. 
\м.-л Стазо-быть, данных окрушпости пересбкаются въ 
<  двухь точкахъ. Но такихъ общихь точень у дан- 
д ``) ныхъ окружностей можеть быть только двё, ибо 
“если бы ихъ было болЪе, то окружности совмфоти- 
ци лись бы (слВдетые леммы 0-ой). Стало-быть, если 
е двВ окружности пересВкаются, то у пихъ дв, и 
Черт. 97.  притомъ только дв точен пересфченя. Что и тро- 
бовалось доказать. 

Теорема 94. Если двБ окружности пересёкаются, 10 лишя 
ихь цевтровъ меньше суммы радфусовъ отихь окружностей и больше 
ихъ разности. 

Доказательство. Пусть (выполнеше чертежа предоставляется 
учащемуся) дв окружности, которыхъ центры О и0,, & ращусы 
В и В, перосфкаются; требуется доказать, что лив!я центровъ 

00, < В-Е В, и 00, > В—Ц.. 
Для доказательетва этого примемъ во виимане, что каждая из 


общихь точекъ этихъ окружностей лежить вн лини центровъ и 
ея продолжешй (стБдстве теоремы 92); стало-быть, 

00, <В- В, и 00, >В —В, (теорема 44). 
Что и требовалось доказать. 

Теорема 95. Если веб безъ исключешя точки одной окруж- 
ности лежать внутри другой окружности, то разность яхъ радусовъ 
болфе линш центровъ. 

Довазательство. Пусть (черт. 98) всВ точки окружности О, 
находячся впутри окружности О; тре- 
буется доказать, что 00, <В—В,.— 
Для доказательства этого продолжимь 
00, до пореевчешя съ окружиостями 
въ точкахь Аи В; тогда 

00, + В, + АВ = 1, 
откуда 

00, + АВ =В-—\1,; 
стало-быть, 

00, <В— В. 

Что и требовалось доказать. 

Теорема 96 (обратная теоре- Черг. 98. 

м 87). сли лишя центровъ двухъ 

окружностей, находящихея вь одной илоскоети, болфе суммы 
ихъ радусовъ, то окружлоети не лыВють ни одной общей точки 
и зежать одна виЪ другой. 

Теорема 97 (обратная теоремв 95). Если лия цонтровъ 
двухъ окружностей, ваходищихея въ одпой плоскости, менфе раз- 
ности ихь рад!усовъ, то окружности пе имвють ни одной общей 
точки и одна изъ пихь лежить впутри другой. 

Теорема 98 (обратная теорем® 94), Если лишя центровъ 
двухъ окружностей, находящихся въ одной илоекости, менфе суммы 
и боле разности радфусовъ, то окружности пересЪкаются. 

Теорема 99 (обратпая теорем 90). Вехи ланя центровъ 
двухъ окружностей, находящихся въ одной плоскости, равна сумм 
ихъ радусовь, то окружности имфють виъшнее касаше. 

Теорема, 109 (обратная теорем 91). Если лив!я центровъ 
двух» окружпостой, находящихся въ одной плоскости, равна раз- 
ности ихь радусовъ, то окружпости имБють внутреннее касаше. 

Доказательство этихъ пати теоремъ можеть быть поведено 
способомь приведошя въ волость и предоставаяется учащемуся. 
Впрочемъ, посл5дшя дв тсорсмы выше (теоремы 88 и 89) доказаны, 
хотя и въ иной формузпровкВ, незавиенмо отъ прямыхь теоремъ 
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{87, 90, 91, 94 и 95). Это сдфлано дли того, чтобы было 
возможно установлеше понятя о касательныхь окружностяхъ. 

Замфчане 1-0е. ДвЪ окружности, находящяея въ одной и 
той же плоскости, могуть, слБдетвенио, лежать одна относительно 
другой такъ, что 


1) веб точки каждой изъ нихъ лежать внЪ другой (черт. 99, 


©, и 0,); 
УХ (=) йе 
Иа) [9 
хи ти о. 
Черт. 99. 


2) веф точки одной изъ нихъ внутри другой (черт. 99, 
окружности съ общимь цептромь О, п окружности ©, и 0,); 
3) окружности имфютъ вифилее касаше (черт. 100, О, п О,}; 


Черт. 100. 


4) окружности имфють внутреннее касаше (черт. 100,0,,0,}; 


Черт. 101. 


5) окружности переевкаютея (черт. 101). 

Замёчане 2-0е. Изъ вебхъ теоремъ этого параграфа осо- 
бенное зпачеше для слФдующаго имфеть теорема 93, & также 
лемма 4-ая. Но такъ какъ въ нихъ мы имземь дьло съ теоремами 
весьма очевидными; то ихъ не принято излагать рапфе рёшешя 
задачь 8 8. 
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$8. Задачи, тшосящинся къ предыдущииь отатьяию. 


Задача 5. Раздфаить конечную прямую АВ пополамь 
(черт. 102), 

РЬшеню. Для рЬшешя этой задачи примемь точку А за 
центръ, а лишю АВ—ва рад!усъ и опишемъ этимъ радуеомъ изъ 
центра А окружноеть; потомъь примемъ точку В 
за центръ, а линшо ВА—за рамуеь и онашемъ 
этимъ радусомь изъ центра В другую окружность. 
Эти окружности пересзкутся (теорема 98). Пусть 
точки ихь пересвчешя суть точки М и №. Соеди- 
пимъ точки М и М прямою ММ; эта прямая пере- 
сБчеть прямую АВ (хопущеню 4-06 относительно 
плоскости) вь нфкоторой единственной точкз С м 
(схфдетв!е 4-ое теоремы 1). Черт. 102. 

Точка С и есть средина прямой АВ, такг что Аб= ОВ.— 
Для того, чтобы убфдиться въ этомъ, соедипимъ точку А съ точ- 
ками Ми № а также точку В еъ тВми же точками М и №. 
Получимь треугольшики АММ в ВММ, которые равны между собою 
(почему?). Въ этихь треугольникахь 2 АМС == ВМО (почему?). 
Теперь обратимех къ треугольпикамь АМС и ВМС. Эти треуголь- 
ники тоже равны между собою (почему?), и въ нихь противъ 
равныхь угловь АМС и ВМС лежать стороны АС и СВ, которыя 
равны между собою. Въ чемь и надлежало убЪдиться, 

Задача 6. Изь точка С, взатой на безконечной прямой АВ, 
провости къ этой прямой перпендикуларъ (черт. 103) или, что одно 
и т0-же, раздлить выпрямленный уголь пополамь. 

Р5шене. Для рёшешя этой задачи оть точки С на СВ отло- 
зимъ произвольную конечную прямую СМ и равпую ей конечную 
прямую СМ—отъ точки С въ противопо- 
ложномь направлеши СА. Примемъ затВмь 
точку М ва центръ, а прямую ММ за ра- 
Дусъ, опишемъ падъ прямой АВ иВкоторую 
часть окружности; т$мъ же радусомъ, при- „ у Г 
нявъ точку М за цептръ, онишомъ часть Е С 
окружности по ту же сторопу прямой АВ. а 
Эти окружности пересВкутся (теорема 98); пусть точка ихъ пере- 
сВчешя, лежащая падъ прямой АВ, будеть точка 0. Соедипимь 
точки Л и С прямою. 

Прямая СО и есть искомый перпендигуаяуз.—Для того, чтобы 
Убфдитьея въ этомъ, соедипимь точки М и М съ точкою О. По- 
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лучимъ треугольники МСО и УСО, которые равпы между собою 
(почему?), и въ нихь противъ равпыхъ сторопь МО и МО лежать 
углы МСР и МСЬ, которые должны быть прямые (почему?). А въ 
тавомъ случа СО + АВ. Въ чемъ и падлежало убЪдиться. 

Задача 7. Изъ данной точки А, взятой виВ безкопечной 
прямой ВС, провести къ ней перпендикуляръ (черт. 104). 

РБшене. Для р®шеня этой задачи возьмемъ кэкую-нибудь 
точку 0, паходащуюся по другую сторону прямой ВС, примемь 
точку А за центръ и радусомъ, равпымь прямой АО, опишемъ 
окружность. Эта окружность поресбчетъ прямую ВС (лемма 4-ая). 
Пусть точки персеёченя окружности съ прямою суть точки В и Г. 
Раздьливъ копечную прямую ЕЁ поноламъ въ точкВ М (задача 5), 
соединимъ точку А съ точкою М. 

Прямая АМ и есть искомый перпендикулярс.-—Для того 
чтобы въ этомъ убфдитьея, сосдинимъ 
точку А сь точками Е и. Получимъ 
треугольники ЕМА и ЕМА, которые 
раввы между собою (почему?), и въ 


и КА лежать равные угзы ЕМА в 
ЕМА, которые должны быть прямыми 

Черт. 104.. углами (почему?). А вЪ такомъ случа 
АМ + СО. Вь чемъ и надлежало убфдиться. 

Задача 8 Дапный уголъ АВС раздЪлить пополамъ (черт. 105). 

РЬшене. Для рьшешя этой задачи отложимъ па сторопахь 
угла АВС, считая отъ вершины его, дв равныя можду собою 
конечныя прямыя ВМ и ВМ и принявь 
точку М за цептръ, радусомь ММ про- 
зедомъ частьокружности по другую сторопу 
у прямой ММ; потомъ, принавъ точку № 

м — за центръ, проведемь часть другой окруж- 

„4 пости, но тВыъ же радусомъ. Эти окруж- 

Черт. 105. ности пересфкутся (теорема 98). Пусть 

точка ихъь пересфчешя будоть точка Ю. Соединимь вершину 
угла В съ точкою О. 

Прямая ВО и есть равнодплящая ума АВС.— Для того, 
чтобы въ этомь убфдиться, сосдипимъ точку О еъ точками Ми 
М. Получимъ треугольники ВМО и ВМО, которые равцы можду 
<0бою (почему?), и‘въ пихь противъ равпыхъ между собою сто- 
ропь МО и №0 лежалъ равные углы АВР и СВО. А въ такомъ 
случа прямая ВО есть равнодЪлящая угла АВС. Въ чемъь и 
надлежало уббдиться. 


с 
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Задача 9. Построить треугольникъ, котораго стороны по- 
ознь равнялись бы коночнымь прямымъ а, Бис (черт. 106). 

РЬшенше. Для рёшешя этой задачи отложимь па произволь- 
ной безконечной прямой АВ копечную прямую СО, равную пря- 
мой а. Примемъ точку С за цоитрь 
и радусомъ, равнымъ прямой с, 
опишемъ окружность; затзмъ при- 
мемъ точку Г за центръ и радусомъ, 
равнымъ прямой 0, опишемъ другую 
окружность. Точки пересфчешя Е, 
н Е, этихъ окружностей соединимъ 
въ точкама Си БО. 

Полученный зпакимв образом . 
зпрезуольникг будетз  искомый.— Черт. 106. 
Для того чтобы въ этомъ убфдигься, примемъ во впиман!е, что 
СР = а (почему), ОЕ = (иочему) и СЕ ==с (почему). 

ЗамБчане. Эта задача либо допускаеть два рёшеня, 
либо же не допускаеть ни одного. ДЪйствительно: сели сумма 
двухъ какихъ-либо сторонъ пе болве третьей, то треугозьникь съ 
данпыми сторопами невозможенъ; такъ, если © -- с не болЁе а, 
то не получится ни одпой точки пересвчевшя проведенныхт окруж- 
ностей; ссли же а-- 6 не боле с, или а-- с не болфе $, то, 
отложивъ прямую СО, развую прамой а, получимъ, что а не болфе 
с — били что а не боле 6 —с, а въ такомъ случа треуголь- 
никъ, котораго сторолы были бы равны а, 6 и с, тоже не воз- 
моженъ (теорема 44 и слёдетво). 

Задача 15. Построить треугольникъ, равный данному. 

Ршеню этой задачи сводится къ залачВ 9 и всегда возможно. 


Залача И. Построять равносторовый тре- с 
угольникъ, котораго сторона равна сторо АВ < 
(черт. 107). ее в 


Рьшене этой задачи весгда возможно и тфено 
связано съ ръшешемъ задачи 9. 

Задача 12. Провести изъ точки А прямой АВ 
другую прямую такъ, чтобы она образовала еъ пря- 
мою АВ уголь, равный дамиому углу ФЕЕ (черт. 108). 

РЬшене. Для рьшев1я этой задачи отложимъ на прямой ЕБ 
отъ точки Е конечную прямую ЕС, равную ЕН, и соединимъ 
точки Н и С прямло Н@. Потомъ отложимъ на прямой АВ отъ 
точки А вправо (или влфво) копечную прямую АТ, равную ЕН; 
принявъ точку А за центрь, рамусомь АГ опншемъ окружность; 
пранявъ точку Т за центрь, радусомъ, равнымь прэмой Н@ 


2— 
Черх 107. 
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опишемъ другую окружность. Эти двё окружности переебкутся въ 
& 10 ивкоторой точкВ К (теорема 98). 
Сосдинимь точку А съ точкою К. 
Уолё КАВ равен данному уму 
ДЕЕ. — Для того, чтобы въ этомъ 
убфдиться, соединимь точки Ти К 
прямою (на чертеж она не прове- 
Черт. 108. дена), раземотримъ треугольники 
КАГи СЕН, которые равны между собою (почему?), и въ нихъ 
ХЕ= ДА (почему?). 
Задача 13. Изь точки А, взятой вн безконечной прямой 
ВС, провести прямую, параллельную къ прямой ВС. 
Е РЬшеше. Для рёшешя этой задачи сосдипимъ 
точку А съ какою-либо точкою Ш прямой ВС; 
потомъ отложимъ х РАЕ такъ, чтобы / РАЕ быль 
вр С равепь углу АШС и чтобы 06 эти угла были па- 
крестъ-лежащими, и продолжимъ прямую АЕ такие 
Черт. 109. и въ другомь направлеши. 
Прямая ТЕ и будет параллельна зрямой ВС (теорема 25). 


Задача 14. Одинь изъ угловъ треугольника равень углу п; 


другой равенъ углу т (черт. 110). Найти трем. 
2%. |. я Рьшен!е. Для рёшезя этой задачи построимъ 


Е и 


Е (черт. 110) выпрамленный 2 АСВ, вычтемь изъ 
| № в него Х ВОС, равный угау т, изъ остатка вычтемь 
ре в ОСЕ, равный угау и. 
с Уюл5 АСЕ есть третий (искомый) уюле тре- 
ет у 
Зуюльника (почему?). 
Задача 15. Одинь изъ острыхь угловъ прямоугольнаго тре- 
угольника фавенъ углу 1. Найти другой острый 
Р-® уголь того же треугольника. 

Р5шене. Для ршевя этого построимъ (черт. 
111) прямой (АВС, изъ него вычтемь Д АВО, 
Е а равный углу т. ` 

Уюлг ПВС есть второй (искомый) уюлё пря- 
моуюльнало туеуюльника (почему?). 


Черт. 110. 


о 


у! 


Черт. 11. 


Задача 16. Построить треугольникъ, зная одну изъ его 
сторонъ, которая равна данной конечной прямой а, и прилежануе 
къ ней углы, которые порознь равны угламъь т и я. 

Рьшене. Для рЪшеня этой задачи на прямой АЗ (черт. 112) 
возьмемъ отрфзокь СШ, равный коночной прямой а, построимь 
уголь, равный углу т, прянявъ точку [®) за вершину, а прамую 
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СР за сторону; зам построимъ, приняеь точку О за вершину 
и прямую РС за сторону. уголъ, 
равный углу и. 

Если остальныя стороны по- 
отроенныхв 3/4068 пересьнутся в5 
нькоторой точнь Е, то Л СБЕ 
сеть цскомый. —Для того, чтобы въ 
этомъ убздиться, примемь во ввима- 
ве, что въ этомь треугольник одна изъ сторонъ равна конечной 
прамой а. а прилежание къ пей углы—угламь т и н. 

Замбчане. Если углы м и и взаимно донолнають другъ 
друга до 24, то прямыя СЕ и РЕ нараллельяы. и треуголь- 
лика въ этомь случа не существусть. 'Рочно также не суще- 
ствуеть искомаго треугольника, если 

ит-илт> 24, 
Для того, чтобы искомый треугольникь существоваль, необходимо. 
и достаточно, чтобы сумма Ст -- Ди, быза меньше, чёмъ 24 
(почему?). Отэло-быть. задача ве всегда, допускаеть рфшене. Уча- 
шемуся предоставляется р®шить вопросъ — всегда ли возможно 
у'Бшеше задачи 14. 

Задача 17. Построить треугольвиюь, зная двф стороны его, 
которых порознь равны прамымь а и /, и уголь, заключенный 
между ними, который равенъ углу *. 

РЬшене этой задачи предоставляется учащемуся. 

Задача 1$, Построить прямоугольный треугольниюь, зная 
его зипотенузу, которая равва прямой а, и одинъ изъ острых 
угловъ, который равень углу. 

Рышене. Для рЪшоная этой задачи на ирямой 
АВ (черт. 113) отложимь отрзокъ АС, равный гипо- 
тевузЁ и. проведемъ изъ точки А прямую, которая 
образовала бы съ прамой АС уголь. равный углу 
т, и изъ точке С опустимъ нё этт прамую пер- 


Черт. 112. 


певдикузярь СП. Черт. 113. 
Треуюльнике АСИ есть испомый (почему?). 
Задача 19. Построить прямоугольный тре- /— 


угольнивъ, зная ого гапотенуяу. которая равна пря- т р 

мой а. и одинъ нех его качетовъ, который равень .„ |ы 

прямой 6. \ 
Рышене. Даа рзшевя этой задачи на прямой | “ 

АВ {черт. 114) возьмемь отр®зокь СЮ, равный ка-( б- >^ -в 

тету б,изъ точки С возетавимь перпевдикулярь къ Черт. 114. 

АВ к рамусомт ОЕ. равямиь ирямой а, проведемъ охружность, 
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которая пересвчеть (всегда ли?) периендикулаярь къ АВ въ точЕЕ 
Е. Соедицимъ точку О еъ точкою Е. 

Треузльникь СТИ есть искомый (почему?). 

Замбчанше. Учащемуся предоставляется р№шить вопросъ о 
томъ — всегда ли возможень искомый треугольникъ? 

Задача 20. Построить прямоугольный треугольникь, зная его 


—=ь хатетъ, который равенъ прямой а. и уголь, ему 
противолежащИ, который равенъ углу т. 
| 248 РЬшене этой задачи предоставляется учаще- 


муся. Ошо сводится къ р5шенио задачи 15 (черт. 115). 

в Задача 21. Постронть равнобедренный тре- 

а ——( угольникь, зная его основане, которое равно пря- 
Черт. 115. — мой а, и уголь при вершин%, который равенъ углу %. 

Рьшене этой задачи предоставляется учащемуся. Оно осно- 
вапо на теоремахь 45 и 55 и сводятся бо къ рёшению задачи 16, 
либо же къ рЬшенио задачи 19. 

Задача 31. Построить равнобедренный треугольникь, зная 
одну изъ равныхь между собою сторонъ сго, которая равна пря- 
мой а, п уголь при осповаши. 

Рёшене этой задачи предоставляется учащемуея. Оно оево- 
зано на теоремахь 45 и 05 и сводится къ рёшенио задачи 19. 

Замфчане. Бе} задачи, досель ветрфчавийяся, предполагаютъ, 
кромЪ зная ифкоторыхь хеоремъ, также и знаше способовъ ихь 
рЬшен!я, ве представляющихь, вирочемъ, никакихъ особенныхь 
затруднешй. ИзслБдоваше возможности ихъ рфшешя тоже не 
зредставляетъ особенпыхь трудностей. 

Задача 22. Построить треугольникь по сумы? вефхъ трех 
сторошь его, которая равпа прямой р, и двумь угламъ ого, кото- 
рые порознь равны угламь т и #. 

РЬьшеше. Предположимь, что задача рышена и что /\ АВС 
(черт. 116) есть пекомый, при чемъ. 

АВ -- ВС -- СА = р, ДСАВ = Иша ДСВА — Ди. 
5 — Продолжимъ прямую АВ вь обоихь 
РА длаправленахь и на продолженяхь 


= К. ыы отложимь прямую В, равную сто- 
г \ м ронё ВС, и прямую АЕ, равпую 
у ой 


сторонё АС. Соединивъ точки Е и 
Т съ точкою С, получимъ Л ЕС, 
Черт. 118. въ которомь слорона ЕО =р (но- 
чему?). Постараемся опредфлить остальные его элементы. Раз- 
сматризая. ЛХ ЕАС, видимъ, что 
д САВ = ДЕ- ХАСЕ (теорема 46); 


Е Я ^В 


о сторона ЕА равна сторон СА. стало-быть, (тсорема 55) 
ДЕ АОН т, м. 
Точно лакь же убфдимея, что . е 
до = двоь = © Аб 1. 
“Сифдовательно, въ тр-кё ЕОС бб 
р Ин вы 


‚и этотъ тр-ыЪ легко можезль быть поетроенъ (задача 16). Такимь 
-образомъ наша задача сведена къ другой (къ задам 16). 

Стало-быть, для руфшешя нашей задачи костроимь Л) ЕОС. 
зъ которомъ 


ЕР = ДЕ Е * 


2 

"Когда этоть треугольникь построень, раздВлимъ сторону СЁ по- 
‘поламьъ. изъ средины ея возетавимь перневдикуляръ, который пе- 
ресфчеть сторону ЕП (почему?) вь нЪкоторой точк} А; потомъ 
раздфлимь сторопу С пополамъ, изъ средины ея возставимъ 
поерпендикуляръ, который пересфчеть Е (почему?) въ нфкоторой 
точкЁ В; наконець, соединимь точку С съ точками А и В; и мы 
получимь /\ АБС. 

Полученный такимь образомз /\ АВС есть искомый. — Для того, 
чтобы въ этомъ убёдиться, примемь во внимаше, что ЕА == АС 
(слфдетвю теорсмы 57), ВС = ВО (слёдетые теоремы 57); слф- 
довательно АВ -- ВС -- СА == р; кром того. 

= САВ = Дт (теорема 46) 
Х СВА = Д.п (теорема 46). 

Замбчане. При ршовн этой задачи употреблень слфдуюний 
щиуемъ: сначала сдфлапо предиоложеше, что задача рЬшена, за- 
тЪмъ проведены нфкоторыя вспомогательных прямыя, далфе предло- 
женная задача сведена къ другой, рВшене которой извЪстно. Ногда 
болфе проетая задача была нами разрВщена, мы оть нея перешли 
к6 руВщеню предложенной. 

Задача 28. Построить треугольникъ по его исриметру, т. е. 
сумм зефхь трехъ сторонь сего, которая равна прямой |, по 
периендикуляру, опущепному изъ одной вершины на, противолежа- 
ацую сторону, который равенъ ирямой Л, и‘по углу, прилежащему 
№5 этой еторонф, который равенъ углу и (черт. 117). 

Рьшеше. Предположимь, что задача рЬшена и что /\ АВС 
-эсть искомый, при чемъ (черт. 117) 

АВ - ВС - СА = р, С0 В, ОБ =й я ДА = Дю. 


6* 
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Продолжимъ прямую АВ-в5 0боихь напразлешяхь и на продол- 
жешяхь отложимъ ирамую ВЕ, равную сторон ВС, ин прямую 
АЕ, равпую сторопф ЛС. Соединивт точки Ю в ! съ точкою ©, 
получимь /\ ЕСГ, въ которомъ сторопа 

ЕЕ = р, ДЕ = и ==, 


и высота котораго СР ==й. Такамъ образомъ предложенная за- 
———__ дача сведена къ другой, а именно 
къ слБдующей: построить треуголь- 
пикъ по сторонф, прилежащему къ. 
ней углу и перпендикуляру, опущен- 
: ному на эту сторону изь противо- 
‹ лежащей вершины. Но рушене этой 
задачи намъ тоже неизвЪетпо. Об- 
ратимся поэтому къ фигурз ЕСК, 
азъ ней—къ тр-ку АСО. Это—тре- 
угольникь прямоугольный, у котораго категь СО, а острый уголъ Ю, 
ему, противолежащ, равенъ половинЪ угла 7. Такимъ образомь 
предложенная ‘задача сведена къ задачв 20, въ которой требуется, 
по катету и противолежащему ему острому углу, построить прямо- 
угольный треугольник. 
Стало-быть, для рфшешя пашей задачи надо прожде всего’ 
построить прямоугольный. /\ ЕОС, зъ которомъ 


Черт. 217. 


а — ив== и, а катеть ОС =1. 
Для этого проведемъ прамую ЕЁ и построимъ Д.Е, равный по 
ловинВ угла т; изъ какой либо точки ирзмой ЮГ проведемъ пер- 
пендикуляръ, равный прямой А, изъ конца этого пернендикуляра 
ъпроведемъ прямую параллельно прамой ЕЁ, к эта прямая лия 
пересфчеть, прямую ЕС (почему?) въ точкё С; накопедь, опуе 
тимъ. перпендикулярь СР на прямую ЕК. Полученный Л ЕСО’ 
есть ‘искомый прямоугольный треугольник». Если прямая ВЕ == р, 
ло,. соединивь точку С съ точкою Г, получимь /\ ЕОЁ, котораго 
сторона равна у, высота СР ==Л, а ХЕ равенъ половия» угза 
т. Такимъ образомь построенъ /\ ЕСЕ, въ лостроенио которахо 
первоначально сведева предложенная задача. Теперь остается 
только раздфлить прамыя ЕС и СГ пополамъ, изъ средипы ихъ 
къ нимъ провести перпендикуляры, которые пересфкуть прамую 
ЕР (почему?) въ.точкахь А и В. Соединивх точки А и В съ теч- 
ною С, получимъ. /\ АВС. 

Полученный таким образомё ‘преузольнике АВС есть иска- 
мыи.— Убфлиться въ этомт предоставляется учащемуся. 
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Замёчаше 1-0е. При рёшеши задачь такого рода сиБдуетъ, 
для большей вразумительноети, дфлать -два ‘чертежа: па. одном» 
«дфлаль предиоложеше я провести ве вспомогательных лини, 
которым нужны для рфшен!я задачи и сведешя ея рфшешя къ 
ТЪшонйо других задачъ, на другомъ же-—-выполнить окончатель- 
пое рышено, когда оно пайдено, и доказать вфриость рВшешя. 

Замфчане 2-ое. Рашеве задач 1—21 отличается тФмъ, что 
требуеть знашя прёемовь рёшешя; что же касается задачь 22 и 
23, то онф рёшены с/0собоме аналитическимь. Онъ состоить въ 
хлвдующемь: предполагается, что задача рЪшена, затВыь прибли- 
зительшо вычерчивается искомая фигура, проводятся вспомогалель- 
пыя лиши и, если эти посаздшя выбраны удачно, то задача, 
сводитея къ другой, боле проетой; если ршеше этой послВдней 
воизвВетно, съ пею поступають такимъ же образом и т. д., 
покуда, накопець, задача не сведется къ задачв вио.шв извветной; 
хогда такимь образомь получень цфлый рядъ задачь, изъ кото- 
рыхь каждая сводится къ слфдующей, а послфдияя можеть быть 
разрВшена, рёшають сначала поелВднюю, потомь ей предше- 
ствующую и т. д., покуда ие будеть рфшена предложенная за- 
дача. ЗатЪмъ остается еще убфдиться въ справедливости рьшешя 
и изслфдоваль—весгда ли возможно рёшеше предложенной задачи, 
‚и, если ея рёшеше возможно, то сколько фигуръ удовлетворяеть 
‘усломямъ ся. Такимъ образомъ апалитическое рЬшешс задачи, 
‘посящес также назваве способа посльдовательныхе подстановокв, 
распадается на слфдующйя операщи: 1) предположеше, что задача 
ршена, проведеше вспомогательныхь лин, ихъ подробное раз- 
смотр ше п сведеше предложенной задачи къ другимъ задачамъ; 
2) собственно рвшеше задачи; 3) доказательство врности рё- 
шены, и 4) изслВдоване возможности и числа рЪшенй. Сово- 
купиость ноименованныхь въ иунктВ 1-мь онеращй воситъ иногда 
назваше анализа задачи. охарактеризованная въ пунктВ 9-мъ 
операщя носить назваше ришеня, въ З-мъ — доказательства, въ 
4-мъ — изсльдованл рьшешя. Наибольшей изобрЪтательности тре- 
«бустъ проведеше надлежащих вспомогательныхь лишй, наибольшей 
осторожности — изелВдовае рЪшешя задачи. Общаго правила, 
которое песомнЗино приводило бы къ рЫшепио всякой задачи, не 
<вуществуетъ. Очень часто все дЪло зависить отъ счастливой идеи 
зъ выборз тВхь или иныхь вспомогательныхь лин. 

Задача 24. По данвымъ двумъ сторовамъ треугольника & и 
$, и углу т, противолежащему одной изъ нихь, построить тр-къ. 

РЬшене. Для рЬшешя этой задачи {выполнеше чертежа пре- 
доставляется учащемуся) ностропыъ уголь АВС, равный данному; 
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нилодной изъ сторонъ, его привявъ вершину за начало, отложимъ- 
нрямую СО, равную одной изъ дапныхь еторопь треугольшика, 
напр., сторонз @; примемъ точку Ш за цептръ, а другую изъ 
‹торонъ иекомаго треугольника—за ращуеъ окружности. 

„Вё точкь перестченя этой окружности сз прямою ВО должна 
ежюолть третья вершина треуюльника. 

При этомь могуть быть четыре случая: 

1) Окружность, проведенная указапнымь ражуеомь изъ точки 
Т какь изъ центра, пе цересфчеть прямой ВС (теорема 83): это. 
имфеть мфето тогда, когда сторона В меньше перпендикуляра ОР, 
проведеннаго изъ точки Ю кь прямой ВС; въ этомъ случаВ пе 
существуеть такого тр—ка, который удовлетворяль бы условямь 
задачи, т. в. задача не имфетъь ни одного рЬшешя. 

2) Окружноеть, проведенная указавнымъ ражусомъ, ееть ка- 
сательная къ прямой ВС (теорема 81): это иметь мфето тогда, 
хотда сторона 5.— ОР; въ этомъ случа искомый треугольник. 
есть троугольникь прямоугольный, котораго гапотенуза равна одной; 
изъ данныхъ прямыхъ, одииъ изъ острыхъ угловъ равенъ данному, 
а противолежащий ей катетъ равепъ другой изь данных прямыхъ, 
т. е. задача имфеть тотько одно ршеше. 

3) Окружность, проводепная указарвымъ радусомъ, перес$- 
хаеть прямую ВС въ одной точкЪ, другая же точка пореевчен!я‘ 
окружности и прямой лежять на продолжеши СВ (теорема 82 и 
теорема 62): это имфетъ мфето тогда, когда сторона Ь больше 
пернендикуляра ОР я, кромЪ того, больше стороны а; въ этомь 
случа6 въ искомомь треугольцикВ данъ уголъ, противолежаний 
болышей изъ данныхъ двухъ сторонъ его, и задача иметь тоже 
только одно рёшене. 

4) Окружность, проведенная указаннымь радусомъ, перес\- 
каегь прямую ВС въ двухъ точкахъ, лежащихь по одпу и ту же. 
сторону точки В прямой ВС: это имфетЪ мфето тогда, когда сто- 
рона 6 больше перпендикуляра ОР, но меньше стороны 4 (теорема 82 
и теорема 62); въ этомъ случа данный уголь искомаго треуголь- 
ника лежить противь меньшей изъ данныхь двухъ сторонь сго, и: 
задача имфетъ два различныхь рёшешя. 

Замфчане. Эта задача прявадлежить къ числу тфхь, гдВ 
способъ послфдовательныхь подстановокь по оказываеть почти 
никакихь услугъ. 

Задача 25. РаздЬлить прямой уголь на три равных части. 

Рьшене этой задачи предоставаяется учащемуся, при чемь 
ему рекомендуется принать во ваимане, что каждый изъ угловъ. 


завноеторонняго тр-ка равпа 8 4. 
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Замфчане. РаздЪлене зюбого угла па три равныя части 
тредетавляеть собою задачу, не разрьшимую еъ помощью прямой 
дин и окружности. Ср. замфчаве, которымъ спабжено домущеше 
относительно угловъ (стр. 17). 


$8. 0 хордакь, лумахь в уплахь въ круге. 


Теорема 101. Если ражусы двухь круговь равны между 
60б0ю, то и окружности этихь хруговь между собою раввы. 

Доказательство. Пусть даны дв окружности и пусть радусь 
одной равенъ ражусу другой; требуетея доказать, что и окружно- 
сти равны между собою, т. с. совмфетимы одна еъ другою.— 
Для доказалельства этого наложимъ одинъ кругь на другой так 
чтобы ихъ центры совиали и илоекоеть одного совпала съ ило- 
скоетью другого (теорема 2). Тогда каждая точка первой окруж- 
ности совпадеть съ пфкоторою точкою второй нп обратно. Ибо, 
сели бы хоть одна изъ точекъ одвой окружности легла внЪ другой 
окружности, то одинъ радует одной окружности быль бы больше 
или меньше равиаго ему радруса другой. Чего быть ие можеть. 
Стало-быть, окружности, у которыхъ равиые ращуеы, между собою 
тоже равны. Что и требоваловь доказать. 

Теорема 102 (обратная зеоремв 101). Есан двф окружности 
равны между собою, то п ражусы вхъ между собою равпы. 

Доказательство. Пусть дв окружиости равны между собою; 
требуется доказать, что ихъ радгусы между еобою равны. — Для 
доказательства этого наложимьъ одну окружноеть на другую такъ, 
чтобы опф совпази; тогда вь резуллать получится одна окруж- 
ность: а у всякой окружности только одвиъ центръ. Стало-быть. 
у совпавшихь окружностей и центры совчали. А раз окружности 
совпали п центры окружностей тоже совпали, то ражусы первой 
окружности совиали еъ ражуеами второй, т. е. радусы одной 
окружности раввы ражусамъ другой. Что и требовалось доказать. 

Замфчане. Теоремы 101 и 102 принадлежать къ числу тео- 
ремъ, доказательство которыхъ можеть быть ведено безъ чертежа. 

ФпредВленя. Гонечпая прямая, соединяющая двф точки 
окружности, называетея 2ордою. Хорда, проходящая чрезъ центръ, 
называется Яаметроме пли поперечникомг круга и окружности. 
Часть окружности, ограниченная двумя ея точками, называотся 
Фулою окружности. О дуг и хордВ одной и той же окружности 
вногда говорятт, что онф спммиванз одна другую, если у 
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‚вихъ однВ и тВ же крайн точки; условимся хорду и дугу, ею стяги- 
ваемую, называль также соотелииствующими друзз друзу. Часть круга, 
ограпичениая хордою и соотвфтетвующею сй дугою, называется 
сементомь круа. Слово „дуга“ на плевы иногда замняется виа- 
комъ 

Уголь, образованный двумя рад1усами одной и той же окружности, 
называется уентралныме. Дугою давпаго центральнаго угла па- 
зывается дуга, заключепиая между его сторопами. О цептральномь 
угл иногда говорять, что онъ опирается на свою дугу. Часть 
круга, ограниченпая двумя радусами его и дугою окружности, 
содержащеюся между концами этихъ радусовъ, называется сектю- 
‘ромз круш. 

Теорема 103. Изъ вевхь хордъ окружности наибольшая сеть 
маметрь. 

Доказательство. Пусть (черт. 118) дана окружность, которой 
маметрь ММ; требустея доказать, что всякая хорда ЛВ, пе про- 
ходящая чрезъ центръ, меныше дамелра. — Для доказательства 
этого соединимъ центръ О этой окружишости съ точками Аи В 

А— хорды ЛВ. Получимь /\ АВО, въ которомь 

А0 + ОБ>АВ, во АО -- ОВ = ММ, стало-быть 
„м ММУ>АВ. Чед и требовалось доказать. 
/ Теорема 104. Дзаметрь всякой окружности 
длить се по-почамъ. 
а Доказательство. Пусть (выполнене чертежа, 

Черт. 118. предоставляется учащемуся) лишя АВ есть мамотрь 
окружности, которой центрь есть точка (С; тробустея доказать, 
чо дуга АМВ равна дугё АМВ.—Для доказательства отого ири- 
мемь Маметрь АВ за ось вранеши и перегнемь фигуру АМВ во- 
кругь этой оси такъ, чтобы точка М совпала съ какою-нибудь 
точкою плоскости фигуры АХВ. При этомь точка М непремфино 
должна совнасть съ нфкоторою точкою Р, лежащею въ точкв ие 
реезченя дуги АМВ и пернендикуляра, проведеннаго изъ точки М 
-къ даметру ЛВ. Гочно также н веякая другая точка дуги АМВ совпа- 
деть еъ ифкоторою точкою дуги АМБ, и обратно: всякая точка, 
АМВ совпадеть съ нфкоторою точкою АМВ. Такимъ образомъ 
—АМВ — АМВ, т. е жаметръ дЪлитъ окружность пополамъ. 
Что и требовалось доказать. 

Теорема 105 (обратная теорем 10+). Если ль точки для 
„окружность пополамЪ, то прямая ихъ соедипяющая, проходить 
-чрезь центръ, т. е. есть маметръ. 

Довазательство. Пусть въ окружности О точки А и В д- 
лягь ее поноламъ, такъ что —^ АМВ = < АМВ; требуется до- 
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казать, что прямая АБ ость маметрь.—Для доказалельсява этого 
предположимь, что АБ не маметръ; тогда изъ точки А чрезъ 
центръ проведемъ даметр», который въ такомь случа пересбчеть 
окружность пе въ точкВ В, а вь нфкоторой другой точкВ `Оу въ 
такомь случа — АМО равна половии® окружности (теорема 104); 
но, по уелово, — АМВ равна половинЪ окружности, сл$дователь- 
но (акс1ома 11) — АМО = — АМБ, чего быть не можеть. Стало- 
быть, прамая ЛВ есть маметрь. Что и требовалось доказать. 

Теорема 106. Если двЪ хорды одной и той же окружности 
равны между собою, то и дуги ихъ между собою равны. 

Доказательство. Пусть (черт. 119) хорда АВ равна хордё ОЕ; 
цребуется доказать, что дуга АВ равиа дуг8 ОК. — Для доказательства, 
этого паложимь сегмешть ПЕ па сегменту АВ ие: 
таюь, чтобы точка 0 совпала съ точкою Л, точка 
Е съ точкою В и какая-нибудь точка дуги 0 
упала бы по ту же сторопу прямой АВ, кд на- 
ходятся веф точки дуги АВ. Веф точки дуги ОЕ 
должны совицасть въ такомъ олучаЪ съ точками дуги А 
АВ и обратно, ибо въ прогивиомь случаЪ получи- Черт. 119. 
‚лось бы, что не вс ражусы одной и той же окружности равны 
между собою, чего быть не можеть. Стахо-быть, эти дуги совм$- 
тимы, г. ©. равны между собою. Что и требовалось доказать. 

'Георема 107 (обратиаи теоремё 106). Вели двф дуги одной 
ш той же окружноети совместимы, то и хорды ихъ тоже между 
<обою равны. 

Доказательство. Пусть (черт. 120) — АВ == — СЪ; тре- 
‚буетея доказать, что хорда АВ равиа хордВ СО.—Дадя доказатель- 
ства этого паложимъ сегменть №0 на согмепть 
АВ таьъ, чтобы точка 0) совиаза съ точкою А и 
дуга ОЕ пошла по дуг АВ. ВезлВдетве совмфети- 
мости элихь дугъ, крайняя точка С при этомь 
совпадеть съ крайнею точкою В. Стало-быть, 
хорда АВ равва хордв Е). Что и требовалось я 
доказаль. Черт. 120, 

Замчан 1-06. Когда говорять о дуг, соотьфтетвующей 
дапиой хордф, 10 при этомъ обыкновенно имЪется въ виду мень- 
‚шая часть окружности, а не большая изъ дугь, соотефтетвующихь 
данной хордЪ; по теоремы 106 и 107 сираведливы такжо и въ 
томъ случаЪ, когда имются въ виду дуги, составляющя большую 
часть огружносги. 

Замбчане 2-0е. “Георемы 106 п 107. а равно и друма 
теоремы, въ которыхъ разсматриваютея свойства двухъ фигуръ въ 
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одной и той же окружпоети, справедлавы также п въ томъ елу- 
ча, когда эти фигуры берутея въ двухь равпыхь охружностахь; 
таковы теоремы: 

Теорема 108. Если двЪ дуги одпой и той же окружности’ 
равны между собою, то центральные углы, на нихъ опирающеся, 
тоже между собою равпы. 

Доназательство. Пусть (черт. 121) хии АВ и СШ одной и 
той же окружности равны между собол0; требуется доказать, что 
углы АОВ и СОР тоже можду собою равны.—Дая доказательства 
рос этого соедипимъ точки А иВ хор- 
ро дою АВ и точки Сир хордою СО; 
получимь два треугольника АОВ п 
СОЪ, въ которыхъ стороны А0=0О, 
ОВ = ОР пАВ == С4) (теор. 107). 
Такимъ образомъ треугольники АОВ 
п СОР равны между собою (теоре- 
ма 50); а въ равныхь треугольникахь соотвфтетвуюние элементы 
равны между собою. Стало-быль, С АОВ == С С00. Что и 
требовалось доказать. 

Теорема 109 (обратная теорем$ 108). Если центральные углы 
въ одной и той же окружности равпы между собою, 10 и дуги 
нхъ тоже между собою равны. 

Доказательство. Пусть (черт. 122) центральные углы ЛОВ и 
СО равны между собою; требуется доказать, что дуги ЛВ и СО 
тоже между собою равны. — Для доказательства этого соединимт- 
точки А и В хордою АВ, а точки С и О хордою СО; получимь 
два треугольника АОВ и СОТ, у которыхь стороны АО == ОС, 
ОВ = ОО и ДАО = Д 601 по условю. Велвдетше этого тре- 
угольники эти равпы между собою (теорема 51). Стало-быть, хорда 
АВ равна хорд СО, откуда слбдуеть (теорема 106), что дуга АЗ 
равна дуг СП. Что и требовалось доказать. 

Теорема 10. Если дуги двухъ цеитральныхь угловъ не равны 
между собою, то большей дугв соотв тетвуелть больш й уголь. 

Доказательство. Пусть (выпохнеше чертежа предоставляется 
учащемуся) дуга АВ цептральнаго угла АОВ больше дуги СО 
центральнаго угла СОР; требуется доказать, что Х АОВ> С С00.— 
Даля доказательства этого отложимъ па дугз АВ дугу АЁ, равную 
дуРВ СО; точка № будеть паходитьея между точками Л и П. Со- 
единивъ точку № съ центромъ 0, получимъ уголь ДОЁ, который 
равешь углу СОЮ (теорема 108), но меньше угла АОВ (опред$- 
леше неравных условь). Стазо-быть, / АОВ > С 600. Чо в 

зокачать 


-а 
Черт, 121. Черг. 122. 
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"Теорема ИТ (обратная теоремб 110). Если центральные углы 
зь одной и т0й же окружности но равим можду собою, то боль- 
шему углу соотвфтетвуеть большая дуга. 

Доказательство этой тооремы ведется оть противоположнаго 
и предоставляется учащемуся. 

Теорема 112 (противоположная теорем 107). ели дв дуги 
одной и той же окружности не равчы между собою, то большей дуг 
соотвфтетвуеть большая хорда. 

Доказательство. Пусть (вымодневе чертежа иредоставаяется 
учащемуся) дуга АП больше дуги СО; требуется доказать, что хорда 
АВ больше лорды С0.— Даля доказалельетва этого соедицимь 
центръ (© съ точками А, В, Си 1; позучимъ два треугольника, 
въ которыхь двф стороны одного равны двумъ сторонамъ другого, 
а& углы, закпоченные между этими сторонами, между собою не 
равны (теорема 110). Противолежаня въ нихъ норавпымь угламь 
стороны между собою тоже не равпы. и иритомь—противъ боль- 
шаго угла ложить большая сторона (теорема 53); стало-быть. 
хорда АВ больше хорды СП. Чяо и требовалось доказать. 

Теорема 113 (обрахная теоремь 112). Вели дв хорды одной 
Е 10й же окружности не равцы между собою. то большей хорд 
соотвЪлетвуеть большая дуга. 

Доказательство этой 1еоремы ведется отъ противоположнаго 
и предоставляется учацемуея. 

Теорема 114. Если ражусь перпендикулярень въ хорд той 
ве окружности, то олъ дфлать эту хорду и соотвфтетвующую ей‘ 
дугу пополамъ. 

Доказательство. Пуель (черт. 123) дана хорда АВ и пусть 
прямая ОР перпендикулярна къ этой хорд; требуется доказать, 
что АР = ПР, а — АЦ == — В. — Для доказательства этого 
соединимь точии д п В еъ центромь 0. Получимъ 
равнобедренный треугольникь АОВ, въ которомъ А 
периендикулярь ОР (сдВдетве 1-0е пеоремы 56) 
дВавть основаше ЛАВ пополамъ и „/ АОВ тоже з 
пополамъ (елвдетие 2). В тахомъ случав и дуга НА 
А должна быть равна 0‘) (теорема 109). Стазо- ыы 
быть, радусъ, нориендикузярный къ хордб той же Черт. 123. 
окружиоети, дЪфлилть эту хорду и соотвфтетвующую ей дугу по- 
поламъ. Чло и требовалось доказать. 


Теорема 115. Если двф хорды одной и той же окружности 
равны между собою, то разетояя ихь оть цевтра тоже равиы 
между собою. 
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Доказательство Пусть (черт. 124) хорда АВ равна хорд® СР: 
требуется доказать, что разетояше первой хорды отъ центра равно 
разстояийо второй изъ пихъ, т. е., что периендикулярь ОГ равень 
пернендикуляру 00.—Для доказательства э10г9 
сосдинимь точки В и С съ центром 0; полу- 
чимъ два тр-ка, у которыхь гинотепузы равны 
между собою, какъ ражусы одной и той же окруж- 
поети, а калоты РВ и 9С развы между собою, 
какъ половины одинаковыхъ величинъ (теорема 114); 

Черт. 124.  слбдовательно треугольники ВОР и С0Ф равны 
между собою (теорема 66). Стало-быть, ОР == 00. Чтб и требо- 
валось доказать. 

‚ Теорема 116 (образная теорем» 115). ели дв хорды одной 
и 10й же окружности равпо отдалелы отъ центра, то эти хорды 
равны между собою. 

Доказательство. Пусть (черт. 125) дапы хорды АВ в СБ, и 
пусть перпепдикуляръ ОР равень перпендикуляру 0@; требуется 
доказаль, что п самых хорды равны между собою. — Для доказа- 

тельства этого сосдинимь точки С ив съ центромъ 


и О к раземотримъ треугольники ВОР п 60%: въ 


| пихъ гипотенузы равпы между собою какъ радусы 

в Одпой и той же окружности, а налеты ОР и 04 

№ равны между собою по условию, т. е. треугольники 

между собою равны (теорема 66). СлЪдовательно, 

Чера. 15. РВ должно равняться @С. Шо РВ представляеть 

толовину хорды АВ, а 9С половину хорды СО; стало-быть, поло- 

вины двухь величинь равпы между собою, а позому (аксюма 8) 

и самыя хорды АВ и СО тоже между собою равпы. Чтб и тре- 
.бовалось доказать. 

Чеорема 17. Если двф хорды одной и той же окружности 
между собою пе равны, то менышая хорда отелоить отЪ центра 
дальше, чёмъ большая. 

Доказательство. Пусть (черт. 126) хорда АВ больше хорды 
с; ебет доказаль, что перисндикуляръ 0‘) больше перпен- 

дикулира ОР.— Для доказательства этого отложимъ 

им дугу ОС отъ точки В на дугу ВА. ин пуеъ 
— ВЕ = С. Точка Е должна находиться между 
точками А и В, потому что дуга РС меньше дуги 
в ВА. Прюведемъ хорду ВЕ. которая должна быть 

Е равна хордё СО (теорема 107). Проведомь изъ 
Тре. 16. — точки О перцендикуларь О къ ЕВ. Пусель точка 
поресфчешя прямой АВ еъ ипериспдикуляромь (В будетъ точка 


{ 


\ 
х 
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6; тогда ОР < 06, &06 < ОБ; стало-быть, и подавно ОР < ОВ 
(аксома 7). Что и требовалось доказать. 

Теорема 18 (обратная теоремЪ 117) Исли двф хорды одпой 
и той же окружности не равно отдалевы отъ центра, то боле 
отдаленная хорда менышс. 

Доказательство этой теоремы ведется снособомь приведеня 
къ нелфиости и предоставляется учащемуся. 

Залача 26. Найти пентръ дапной дугя окружности. 

Рьшене этой задачи предеставляезся учащемуся, при чемъ 
присовокуиляется. что оно основано на теорем 58. 

Замфчане. Захачу 27 можно разрилять изн епособомь ана- 
литическимь. или же мользуясь тВмъ. что перпендикуляръ. воз- 
ставленцый изъ середины данной конечной прямой, есть геометри- 
зеское место точек, равно-отстоящихь отъ копцовъ ‚этой прямой. 
См. замфчаше, которымь снабжена леорема 65. 

Опредфлелдя. Въ математвкф, кавкъ извЪетно, длина вообще 
принимается за величину. а длина той или другой опредфленной прямой 
лини--за вкоторое опред®ленное значеще этой величины. Съ этой 
точки зрёшя. длина месонали и длина стороны квадрата или длина 
изхой угодно другой конечной ирямой суть различныя значешя 
Одной Е 10й ме величилы —длань вообще. Точно также 5 фунтовъ 
я +4 яуда суть два значения той везичины. которая извфстна подъ 
именемъ съса. 7 сутокъ и 2 года--лва зпаченя одной и той же 
величины. извфетной поль именемъ иромежутна времени, и т. д. 
Но. лля краткости, иногда. вифсто того чтобы говорить о двухъ 
значешяхьъ одной и той же величнны, говорять просто о двухь 
величинахъ. к в этомъ случа» эги величины называются однород- 
ными. Общею мьрою днухъ значен одной к той же вехизивы, или 
короче" общею мфрою звухъ величият называется такая величина, 
которах солержитея въ каждой изъ этихь величина. н®которое цф- 
злое чиело разъ. Отношенемг одной величины къ другой, однород- 
ной съ нею. величин» называетея отвзеченное число, на которое 
должна быть помножена втораз величина для того, чтобы получи- 
лась первая. Изиюрить одну величину другою значить найти отноше- 
не нервох величины ко второй. Если вторая величина обыкновенно 
употреблиетсх хля азмфрене однородныхь съ нею величинъ, то 
ова называетея единицею мъры для этого рода величинъ. Если 
А == В.м. ДЪ м есть очвошеше велячины А къ величин В, то- 

м=А: В = 5 
ТАБ буквы А Е В обозначають давныя двз одпородныя величины,. 
зыражевомя в» каких%-дибо одинаковых“ь единицах мЪры. 


:94 ПААНИМАТЬЕА. 


Замфчане. 0бъ общей мЪр3 и объ отношенш двухъ воличанъ 
можеть быть рЪчь только тогда, когда оти величины однородны и 
когда онв принадлежать въ числу величипъ молпемолпическить, т.е. 
такихь, относительно которыхъ могуть быть установлены поияя 
равенетва и суммы двух величилъ. 

Лемна 7. Если отношеве одной величины къ другой ость 
число цфлое, отличающееся озъ единицы, то за общую м?ру этихь 
двухь величинъ можеть быть принята меньшая изъ нихъ. 

Доказательство. Пусть даны дв однородныя величины А. и В 
и пусть отношене первой величины ко второй равняется цфлому 
числу т; требуется доказаль, что величина В ость общая мфра 
обфихь величинъ.—Для доказательства отого иримемъ во вниман!е, 
‚что 

А = В.т, или 410 А: В=т, 
т. е., что В содержится въ А цЪлое число разъ. Но отношеню 
В: В= 1, а единица есть тоже число цфлое. Отало-быть, общая 
м$ра этихъ двухъ величинъ равна величинв В, т. е. меньшей изъ 
нихъ. Что и требовалось доказать. 

Лемма $. Если отпошене одной величины къ другой равно 
какому-нибудь дробпому числу, котораго числитель и знаменатель 
суть числа цфлыя, 10 у этихъ двухъ величинъ есть общая мфра, 
равная н№которой опредбленной дол одной изъ нахъ.. 

Доказательство. Пусть даны дв величаны А и Ви пусть 


А=В.—, 


тдВ т и м суть числа ифлыя; требуется доказать, что у величинь 
А и В есть общая м$ра.— Для доказательства этого примемъ во 
внимаше, что въ А содержится т такихь долей величины }, ка- 
кихь въ В содержится и; стало-быть, у обфихъ величин сель 
общая м8ра, и притомь эта общая мЪра равиа одной у-той доль 
‚величины В, каковая доля въ величин В содержится ровно  разъ, 
-& въ величин А ровно зи разъ, гдВ т и и суть чисаа цзлыя. 
Чт и требовалось доказать. 

Задача 27. Найти общую мЪру двухь конечныхь ирямыхь 
АВ и СР. 

Рьшене. Для ршеня этой задачи прямую С (выполнене 
предоставляется учащемуся) отложимъ на прямую АВ столыю 
разъ, скодько разъ она можеть помЪетиться въ ней, т. е. будемь 
откладывать до твхъ поръ, пока получится осталокь мепьш!й пря- 
мой СР. Пусть СР въ АВ помфетилась 2 раза и-пусть остатокь 
ЕВ мевьше прямой СР. Тогда имфемъ равенство: 

(1 АВ=20 -- ЕВ. 


“Отложимъ остатокь ЕВ на прямую СШ такъ, чтобы получился 

остатокъ, менышй ЕВ. Пусть ЕВ помЪсшилаеь въ СРО одинъ разъ, 

а осталокь ЕП меньше остатка №0. Тогда имЗемъ разенетео: 
(о = Е. 

тложимь второй остатокь на первый осталось хо т@хъ порт. 

покуда получится новый остатокь, меньший зфмъ РО. Пусть РО 

въ ЕЗ помстилась 6 разъ и нусль СВ меньше ЕО; тогда имфемъ: 
(О ЕВ == 66 -- @В. 


Отложимь 6В въ ГО и нусть ЯВ помфстилась въ ЕО ровно 2 
раза; тогда имфемтъ: 
(ТУ) ЕР ==208. 


Цодставивъ изъ равенства 1\" въ равенство 1 значеше 23 ве- 
личины РО, мы получим», что 
ЕВ = 1268 -- СВ == 1368. 


Подставивь эту величину прямой ЕВ и нолученную выше величину 
прямой РО въ равенство П, нолучимь, что 

Ср == 1368 -- 2аВ = 1568. 
Подетавивъ, наконець, эту величину прямой СШ и потученную 
раныше величипу прямой ВВ въ равенегво [, ‘получимъ, что 


АВ = 3060 -|- 1348 == 43аВ. 


“Гакимьъ образомь мы получили, что АВ == 4363, а 00 = 1508, 
т.е, что величина СВ содержится въ той и въ другой цзлое число 
раз ‚(въ одной 43 раза, а вь другой — 15 разъ). Отсюда выте- 
хаеть правило: дая нахождешя общей м®ры двухъ прямыхь можно 
меньшую изъ нихъ отложить на большую; если она помфстится 
въ большей цфлос чиелю разъ, то она и будешь общею м8рою 
обфихъ величин; если же получится остахокъ, меньний менышей 
величины, 10 этот оетатокь откладываютъ на меньшую величину, 
и если этоть остатохь помфетится въ меныней величан® цфлое 
число разъ, то онъ и будеть общею мфрою обЪихь величинъ; если 
же получится новый осталокъ, то этоть послвднйй остатокь олкиа- 
дываютьъ на первый остаток до тВхь морь, покуда это возможно; 
если при этомъ второй осталокъ въ первомь помфщается дфлое 
число разъ, то второй осталокъ и будеть общею м$рою обЪихъ 
величинъ; осли же онъ въ первомъ остатк$ пе поместится цёлое 
число разъ, то ту же операцио продолжать съ остальными остал- 
ками. и поелбди остатоюь, который помидается въ предпослЪд- 
немъ цфлое число разъ, является общею мфрою двухь прямых. 
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Замфчаше 1-0е Найдя общую мЬру двухъ прамыхъ, можно 

вычислить ихъ ‘отношеше. Такъ, въ предыдущемь случа 
АВ = 4368, 

а 
СО = 1565. 

откуда (акаома 15) АБ. СР = 43:15. 

Замбчане 2-0е. Вышеязложенный способъ отыскашя общей 
мфры приводать къ общей наибольшеи мВрЪ. которая, конечно, 
сеть не единственная общаз мЪра данныхь величии. Отношевне 
же давныхь величия» хыражается въ этомь случав дробью не- 
сократимою. 

„Ленша $. Если слорону квадрата отложить ва его длаго- 
валь, то получится осталокъ, меньший стороны квадрата; если этотъ 
остатокь отложить на сторопу квадрата, то получится новый оета- 
тохъ, мевышй перваго остатка; есле влорой остатокь отложить па 
первый остатокъ. то получится трет остатокъ, меньший второго; 
в сколько бы мы ни продозжали эту операцию. мы всегда будемъ 
получать нЪкозорый новый оестатокъ. 

Деказательстве. Пусть (черт. 127} фигура АВСЮ есть квад- 
рать, а прямая ПР его дмагопаль. отложимь АВ низ ВО. Такъ 
какъ АВ меньше ВО, то АВ помфетится въ ВО низкоторое число 
разъ. Но сторова АВ ве можеть уложиться въ дагонали В боз5е 
одного раза, потому что еслибы опа помфетизась въ ВО два раза, 
10 сторона треугольника была бы равна суммЪ двухъ прозихъ ©10- 

ровь, чего быть не можеть (теорема 44). Невоз- 
с 8 
можие ташже. чтобы АВ помфетизась въ ВО болфе 
двухъ разъ, потому что тогда сторона треугольника 
быза бы бозлфе суммы двухъ прочихъ сторопъ, чего 
тоже не можеть быть (теорема 44). Итакъ, сторова 
В АВ въ олагонале ВР можеть уложиться одннъ 
” Черт. 127. разь. в при этомь долженъ получиться остатокъ 
ЕО. менышй. чБыъ сторопа АВ. Соединимъ точку Е ©ъ точкою 
4; А АВЕ есть треугольник равнобсдренный. Проведемь изъ 
точки Е перпендикуляръ къ дагонали ВО. и пусть этотъ периен- 
дикуляръ пересфчеть сторону АВ въ точкЁ ГР: тогда получим 
прямоугольный треугольникъ РЕГ. въ котором одинъ изъ острыхъ 
угговь равснъ половинф прямого. стало-быть, в другой должень 
быть равенъ тому же. а потому /\ РЕЕ должен быть треуголь- 
никомъ тоже равнобедренным» (теорема 53). въ котором» 
ТЕ = ЕЕ. 
Провела прамую АЕ, получимь, 910 
ив=хУ 


т. е. Л) ЕКА есть тоже треугольшикъ равнобедрепиый (теорема 59), 
въ которомъ 
АЕ = ЕР. 

Но ЕЕ = ОЕ. Сазловательно, еслибы мы первый остатокъ ЕР 
отложили па сторону АО, отъ точки А, то онъ совмфелилеля бы 
зъ пей съ прямою АЕ. которой онъ равенъ. и потомъ номЪстилея 
бы еще одияъ разъ въ прамой ЕО, при чемъ енова получилея бы 
остатокъ. Ибо, всматриваясь въ фигуру РЕГ, мы видимъ, что пря- 
мая ПЕ можеть быть разсматривлема какъ дагональ новаго 
квадрата, а выше мы вижрли, что сторона квадрата въ его д!ато- 
нали номфщается одннъ разъ и даелъ въ остаткВ величину меньшую 
этой стороны. Итакъ, сторона даннаго квадрата АВСО, будучи 
отложена на дагональ, даетъ нзкоторый остатокь ЕВ, который. 
въ свою очередь. будучи отложенъ на сторопу квадрата, тоже 
даетъ остатокь 0@ того же рода, что остатокъ ЕП. Еслибы мы 
продолжали ту же операцию далфе, то мы увидфли бы, что и этоть 
оеталохъ, отложенный на первый остаток, снова даетъ осталокъ, 
ит. д. 410 и требовалось доказать. 


Опредвлене. Лва значешя одной и той же величины, ко- 
торыя не имЗюзъ общей мЪфры, называются несоизмьримыми другъ 
съ другомъ, въ то время какъ два значешя одной и той же ве- 
личины, у которыхъ есть общая мфра, называются соизмьримыми 
другь съ другомъ. Юсли одно изъ данныхь соизмфримыхь друг 
©ъ другомъ значеншй вфкоторой величипы принято за единицу мёры 
при измвреши зпачешй этой величины, то говорять, что другое 
значене величины соизмиьримо св единицею; въ противном случа 
говорят, что оно с единицею несоизмиримо. 


Замфчанге 1-е. Лемма 9 дохазываетъ, что песоизм5римыя зна- 
чен\я одной и той же величины существують. Ова можеть быть 
выражена и такъ: длина Маговали квадрата и длина сторовы его 
суть два песоизмВримыхь одно съ другимъ значешя одной и той 
же величины. Но чаще она выражается вкратцё сабдующимь об- 
разомь: дагональ и сторона квадрата несоизмримы. 


Замфчане 2-0е. Если два значешя одной величины несоиз- 
мфримы одно съ другим, то не существуетъ ни такого цфлаго числа, 
ни такой обыкновенной дроби, ни такой конечной десятичной дроби, 
ли, наконецъ, такой перлодической десятичной дроби, которыя могли 
бы выразить отношеше одного изъ этихъ значенй величины къ 
другому. Такъ, напр., не существуеть ни цааго числа, ни обык- 
новенной дроби, ни конечной десятичной дроби, ни, наконецъ, 
такой пер!одической десятичной дроби. которыя могли бы выразить 
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отношеше длины дагонала квадрата къ длин% его стороны. Ибо: 
сслибы такос число или обыкновеппая дробь, или конечная деся- 
тичная или, наколець, иерюдическая десятичная дробь существо- 
зали, то магопаль квадрата и стороца сего были бы соизмфримы, 
чего быть не можеть (лемма 9). 

Донущеше относительно несоизивриныхь вели- 
чин. Относительно несонзы8римыхь значенй всакой величины 
дфлается слБдующее хопущеше: сели два значешя нфкоторой ве 
личины несоизивримы другъ съ другомъ, то допускается существо- 
ваше отвлеченнаго числа, которое, не будучи пи цфлымъ числомъ, 
ни дробнымь съ цьлыми числитсаемъ я знаменателемь, все-таки 
иредставляеть собою отношен!е одпого изъ этихъ значенй данной 
зеличины къ другому. —Въ существоващи такого числа сомн- 
залься невозможно, хотя оно и не можеть быть выражено ни 
въ видв цфлаго числа, пи въ видф дробнаго съ цфлыми чиели- 
телемъ и знаменателемь, ни въ вид десятичной перодической 
дроби. 

Замфчане. Ниже мы убфдимся, что, напр., отвошеяе хлины 
дагонали квадрата къ длии® его сторопы выражается нкозорою 
безконечною непер1одическою десятичною дробыо, въ которой можно 
вычиелить любое число’ десятичныхь ся знаковъ. 

Лемма 10. Если два значешя одной и той же величины 
лесоизыримы одно еъ другимъ, то отношеше одного изъ пихь 
къ другому несоизмВримо съ отвлочениою единяцею. 

Доказательство. Пусть воличины Л и В несоизыВримы; тре- 
буется доказать, что отпошеше А: В несоязм$римо съ единицею. — 
Для доказательства этого предиоложныъ, что это отношеше еоиз- 
мфримо съ сдиницею; тогда это отпошеше (лемма 8) равно отно- 
шонНо какахъ либо двухъь опредфленныхь цфлыхь чисель р и я. 
Т. в. тогда А: В = т: я, гдВ т и и суть числа цьлыя. Но въ 
такомъ случаБ величины А я В соизм6римы, что противорёчить 
условно. Стало-быть, отношеше двухъ несоизмбримыхь величин 
несоизиврамо съ сдиницею. Что и требовалось доказать. 

Слёдетве. Если отнолюще двухъ зпачешй ифкоторой вели- 
чины разно отпоженио двухъ зпачешй той же или другой везичины, 
т0 эти отношевя либо оба соизмёримы, хибо оба несоизмримы 
съ единицею. — ДВйствительно: если А: В =М : №, 10 эти отно- 
шеня либо оба должны быть соизмфримы съ единицею, либо же 
оба еъ единицею несоизмфримы. Ибо въ противпомъь случа 
получилось бы, что отношеше двухь несовзыбримыхь величиць 
равно числу соизм5римому съ едипицею, — чего быть не можеть 
{лемма 10). 
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Опредълене. Если дв велачины находятся одна отъ другой 
зъ такой зависимости, что отношеше двухь оначешй одной изъ 
нихъ равыо отношению двухъ соотвфтечвующихь значен другой 
изъ нихЪ, то тая дв величины называются пропормональными. 
Таковы, напр., количество товара и стоимость этого количества 
товара, или пространство, проходимое тфломъ при равном рномъ 
движенш, и количество времели, употреблениое твломъ на прохож- 
деше этосо пространства, ит. и. 


ПТеорена 119. сли даны два цеитральныхь угла и ихъ дуги, 
оцисанныя одпимъ п тЪмъ же радГусомъ, то отношеше этихь угловъ 
равло отпошошю ихъ дугъ, т. е. центральный уголъ пропорщона- 
лень своей дуг®. 

Доназательство. При доказатеаьствв этой теоремы обыкно- 
венно различаютъ два случая: 1) когда дуги соизмЪримы, в 2) когда 
ояф носоизмфримы. Пусть (черт. 128) далы два центральныхь угла 
АВС в ОБЕ и пусть дуги АС я ОЕ оннеапы одним и тЪмъ же 
радусомо. 


1-ыи случай. Пусть дуги эти сонзмВ8римы; это значить, что 
существуеть ифкоторая такая дуга а, которая въ каждой изъ дуг 
АС и ОЕ содержится ифлое число разъ; пусть при этомъ 
— АС = а.р, и — ОР = а. 4, 


откуда (акбома 13) — АС: ЮЁ ==: 1. ы 
Раздвливъ дугу АС на р равлыхь между собою ча- и 
&т68, а дугу ОЕ на равпыхь между собою частей (изъ в я 
которыхъ каждая равна дуг а), соединимт вс точки Е. 
дЬлены дуги АС съ вершиною угла АВС, а точки „ 
двлешя дуги ОР— съ вершипою угла РЕГ; такамъ 
образомъ мы раздёяимт. АВС на р равцыхь между 
собою частей, а (РЕЕ науравныхь частей (теорема 108). Обозна- 
чивъ каждую изъ этихъ частей знакомъ` ха, получимъ: 


АВС = Да. р, 


г] 
Черт. 128. 


КОРЕ =да.9, 

‘откуда (акоюма 13) 

ДАВС: ДОЕЕ==р: 14. 
Выше мы видфли, что 

— АС: — ОЕ=р:9; 
сиБховательно (ахеома 6), ДАВС: ДОЯЕ = — АС: — ЮЕ, т.е. 
отношеше угловь АВС и ОЕЁ равно отпошенио дугъ АС къ ОЕ., 
Чт и требовалось доказать. 
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2-ой случай. Пусть (черт. 129) дуги АС и ОЕ весоизм®римы; 
(углы АВС и ШЕЕ въ такомь случаВ тоже носоизмфримы, согласно 
с слфдетвио лемыф 10). Это зпачииь, что ин- 
какая доля дуги ОЕ ве пом щается въ дуг 
` АС цёлаго числа разъ; требуется доказать, 
& что, несмотря на это, все-таки 
` ДАВС : ДОЕГ = — АС: — ПЕ. 
\ Для доказательства этого предио-1о- 
‚ 54 жнмъ, что это равенство несправедлево 
Я и что, стало-быть, для обралщензя его въ 
2 равенство справедливое необходимо изм\®- 
<: вить одинъ изъ его членовъ. Пусть дли 
этого требуется вмфето дуги ОГ взять 
какую-нибудь дугу ОХ, т. ©. пусть 
АВС: ХОЕЕ = — АС: — ПХ. 
р Дути АС и ОХ должны быть посойзы = 
римы одна съ другой (стает е леммы 10). 
Черт. 129. Раздфлимъ дугу АС на тавя равных между 
с0бою части, чтобы каждая изъ нихъ была мевьше дуги ХГ, и отло- 
жиамъ такую часть въ дуг ОЕ, начиная отЪ точки 0, по направленно 
къ точкь Е. Дуга ОХ не можеть содержаль въ себб эту часть 
цвлое число разъ (слфдетме леммы 10). Стало-быть, ири на- 
ложеши сказанной части дуги АС на дугу ОХ получается остатокь, 
мевьшй чВмь эта часть дуги АС. Отдожимъ эту часть еще одинъ 
разь; тогда вторах крайняя точка этой части (такъ кахъ эта часть ме- 
яЪе дуги ХЕ) совпадеть съ ифкоторою точкою Н, лежащею между 
точками Х и Е. Соединивъ точку Н съ точкою В, получим ценл- 
ральный уголь РЕН, итакъ какъ — ОН соизмфрима съ дугою АС, 
то, по доказаниому, 
ДАВС: Д БЕН = `—АС: ОН; 
но, по нашему предположенио: 
ДАВС: ДОЕЕ = — АС: ВХ. 
Разсматривая эти двф пропорщи, видимъ. что предыдупе члены 
этихь пропорцй равны между собою, а потому изь посгдующихь 
можеть быть составлена слёдующая пропоршя: 
СЕН: ХОЕЕ = ОН: —. ОХ. 
Но эта пропорщя невозможна, такъ какъ первое отношене мене 
единицы, а второе болфе едивицы. Подобная же пелвиость получилась 
бы также и тогда, еслибы мы вмЪето того измфпешя, которое мы 
сдфлали въ пропории 
ХАВС: ДОЕЕ = АС: -— БЕ, 
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сдёлали какое-либо другое измВнеше; а въ такомъ случа про- 
порщя 

с АВС: ХРЕЕ = —^ АС: БЕ 
ви въ какихь измёнешяхь не нуждается. Стало-быть, и въ случа 
песоизмфримости дугь АСн РЕ, 

К АВС: ДОР = — АС: ВЕ. 
Ч: и требовалось доказать. 


Опредфденя. Градусоме называется доля окружности; 


ие 
360 
5 градуса называется мицутою, а ы ‚минуты — секувдою. Олова: 
градусь, минута и сскунда па письмв замфияются особыми над- 
строчными значками, нри чемъ слово оридусё замняотся знакомъ ’, 
©1080 минута зпакомъ ’ и слово секунда знакомъ ", такъ что, 
визего словь: 135 градусовъ 15 минуть и 37 секундь, пишуть: 
135° 15‘ 37". Величина данной дуги данной окружности обыкпо- 
‚венно выражается въ градусахь и подраздЪлешяхь градуса. 

Теорема 120. Если вершину ирямого угла принять за центрь 
‘какой-нибудь окруждости произвольнаго радтуса, то дуга, заклю- 
ченная между го сторонами, содержить въ себё 90°. 

Доказательство. Пусть (выполнен!е чортежа предоставаяется 
учащемуся) далный 2 АВС —уголъ прямой и пусть кахимъ-нибудь 
произвольчымь радлуеомъ ВО описана окружиость, цоптръ которой 
находится въ точкВ В; требуется доказать, что дуга ОЕ, заклю- 
‘ченипая можду сторонами угла АВС, содержит въ себф 90°.— 
Дия доказательства этого прододжимъ прямую АВ до поресвчени 
ея съ окружностью въ точкВ Г и прямую СВ ж переефчешя ея 
съ окружностью въ точк (}. Получимь углы АВС, АВ@, ВЕ 
и ЕВЕ, которые воз равны между собою (теорема 6). Но рав- 
зымъ центральнымь угламъ соотвтетвують и равныя дуги (теоре- 
жа 1059); слбдовательно: 

— Е = — ЯР = Гб = 60; 
это значить, каждая изъ цихъ составляеть четверть окружности, 
"Отало-быть, въ дусё ОЕ, ониеанной произвольнымь радтусомъ, 90°. 
УЧ:0 и требовалось доказать. 

Опредфлен1е. Уловымь зрадусомз называется уголь, ©0- 
ставляющий 55 АОлю прямого угла, т.е. такой центральный уголь, 
которому соотв®тствуеть дуга въ 1‘; поэтому прямой уголь назы- 
заюзъ угломъ въ 90°, выпрямленный же —угломъ въ 180°; вогну- 
тый уголь, образованный двумя взаимно-перпендикудярными лищями, 
выходящими изъ одной точки. — угломъ въ 970°: уголь, образо- 
зованный двумя прямыми, выходящими изъ озной точки въ одномъ 
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и том ще направлеши, павывается угломъ въ 0’ ван ще углом 
въ 360°, смотри по тому, идеть ли рфчь объ угл, меньшем, 
чёмъ 90°, или же объ уг полномъ. Градусь дуги, т. е. р 
доля окружноети, въ озхиче отъ углового гралуса, ифбкоторые 
авторы пазывають дуюсммо зрадусоме. 

Теорема 121. Въ центральномь угаф столько же угловыхь 
традусовъ, сколько въ его дугё-—дуговыхь. 

Доказательство. Пусть данъ центральцый угоь АВС и дуга 
его ЛС; требуетех доказаль, что въ этомь угл столько же угло- 
выхъ градусовь, сколько въ его дугВ дуговыхь.— Для доказатель- 
ства этого обозначимъ угловой градусъ зпакомь 21°, а градус 
дуга знакомь — 1°; на осповавн теоремы 119 имфемъ иропорийо: 

ГАЗ: 10:5 1%, 
которая именно и выражаель, что во всякомъ центральномъ усл 
столько угловыхь градусов, сколько въ соотвётелвующеи ему дугв 
дуговыхь. Ч1о и требоваловь доказать. _ 

Замбчане 1-ве. Кашь бы великъ рад1усъ ии быль, число граду- 
совъ, заключающихея въ дугВ, соотвфтетвующей данному цептраль- 
ному углу, остаетея одно ито же. Измфилется при отомь только вели- 
чина дуги, соотвьествующей въ данномъ случа каждому радуеу; по 
величипа дуги въ этомъ елучав па число градусовь ея ие влет. 

Замфчане 2-0е. Теорему 121 обыкновенно выражаючь короче, 
говоря, что велаь центииилиый уюла измпряеися свое 9/лою, или 
еще короче: центральный угле равенг своей дуть. Но подъ этими 
сокращенпыми выражешями разум ютъ только 10, что выражается 
теоремою 121. Въ отомъ же емыслв должно полималь и равонетва, 
подобныя слфхующему: 

ДАВС == — ММ, 
которыя выражають только 10, 910 число (отвлечениое) угло- 
выхъ градусовъ равнаго угла АВС равшо (отваоченному же) числу 
дуговыхь градусовъ дапной дуги ММ. 'Ракъ какъ мы в этомь 
случа имфомь дфло съ отвлечениыми чнелами, 10 падъ равен- 
ствами подобнаго рода производятся всЪ 1$ преобразовашя, которых 
вообще дозволитезьны, когда мы имЗемъ дёхо ©ь равепствами. 

Опредвлен{я. Уголь, образовашный двумя хордами одпой 
и той же окружности, выхозаищими изъ одной точки ел, называется 
виисанныме. Уголь, образованный двуми касательными прямыми 
лишами, выходящими изъ одной точен, лежещей виВ окружности, 
но въ одной съ нею плоскостью, называелел оканныме. 

Ленма 11. ея двЪ дуги окружпости закиочены между 
эвумя параллельпыми ирамыма, то эти дуги равим между собою. 
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Доказательство. При доказательств этой теоремы различалют- 
ся стРдующю случаи: 1) когда 06}; параллельных прямыя суть хорды, 
лежашия по одиу сторону центра; 2) когда обЪ параллельныя 
прямыя суть хорды, лежания по разиыя слороны центра, 3) когда 
одна изъ пихь сель хорда, & другая — касательная, ложащая по 
ту во сторову центра; 4) когда одна изь лихь сель хорда, а 
другая- касолельвая, ложащая по другую сторову цептра, и 5} 
когда обЪ параллельныя прямыя суть касательных. 

1-ый и 9-ой случаи. Пуеть (черт. 130) хорды АВ и СР лежать 
по одну сторону цептра О. а Сри Е ио разпыя сторопы; требуется 
доказать, что — АС == —^ ВЮ и что — ОЕ == - РТ. Дая докава- 
тельства этого проведемь маметръ, иернендикулярный къ одпой изъ 
этихь прямых; этот мамелр» пермелдикуляревь хъ остальнымъ па- 
фаллельнымь дзавямтъ (теорома 31) я разевкаеть кажъ хорды, такь и 
соотвфеетвующя имъ дуги пополам (теорема 134). Велёдетме этого 

— ОР == < ОР, а — АР == — ВР; 
вычея изъ равныхь величинь поровцу, пайдомъ 
— СР — — АР = < ОР — < ИР, 


или 
<— СА == — ОЗ. 
Точно также получимъ 
— РО == РС, а. К == Е; Черг. 130. 


вымя РО и ЕО изь одной иолуокружлости, а РС и ЮФ изъ 
другой, получимь, что — СЁ == ОЕ; т.е. как-бы ни лежали 
параллельныя между собою хорды, дуги, заключенвыя между ними, 
равны между собою. Что и требовалоеь доказать. 

3З-и и 4-й случаи. Пусль (черт, 131) хорда АВ параллельны 
касалельной ОЛ и касательной ЕЁ; требуслся доказать, что 

— АК == ВКи- Ар == В. 
Для доказалезьетва этого соединимт зочку касашя 
К сь центром О; ражусь КО порпонлякулярель къ 
касательной СП (теорема 79\, & потому онъ также 
порпелдикулерень къ хорд ЛВ (теорема 31). Тажамь 
образом получимь (зеорема 114), ч1о 
— КА =- КВ. 

Соединлыъ теперь точку О съ точкою 1; прямая Черт. 191. 
ОГ. перцендикулирна къ прямой ЕК (теорема 79), но ЕЁ парах- 
лельна прямой АБ, елФдовательно, ОГ 1 АЗ (теорема 31), а потому 
— АГ == < В}. Таянмь образомь мы полузвли, что дуги одной 
И 10й ше окружности, заключениыя между ея хордою и каса- 
тельцою, гдВ бы цель пи зежаль, равны между собою. Что и 
требовалось доказаль. 
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5-й случай. Пусть прямыя АВ и СО обБ суть касательныя 
къ окружности, центръ которой въ точк® О и пусть эти каса- 
тельныя параллельны одпа другой; требустея доказать, что точки 
касашя В и Г раздфляють окружность пополам, т. с. что онЪ 
суть концы даметра.—Для доказательства этого (выполиеше чер- 
тежа предоставляется учащемуся) создинимъ точку О съ точкою 
касашя Е. Прямая ОЕ перпендикулярна къ АВ (теорема 79). 
Продолжимь прямую ЕО; это продолжеше пернендикулярно къ 
прямой СЛ (теорема 31). Слёдовательно, оно должно пройти чрезь 
точку касави Е (теорема 81). Такимъ образомь ирямая ЕЁ есть 
даметръ и дБлить въ точкахь Е и РЁ окружность попочамь (хео- 
рема 104). Отало-быть, дуги, заключениыя между параллельными 
касательными, равпы между собою. Что и требовалось доказать. 

Теорема 122. Впасанный въ окружность уголь измБряется 
половиною дуги, заключенной между его сторонами. 

Доказательство. При доказательствВ этой теоремы различаются 
три случая: 1) когка центръ зежить на одпой изъ сторонъ его, 
2) когда центрь лежить между его сторонами, и 3) когда центрь 
лежить виЪ его сторонъ. Во всфхь этихь случаяхь виисанный 
уголь измфряется половиною дуги, заключенной между сего сто- 
ронами. 1) Пусть (черт. 132) центрь О лежать на сторон АВ 
вписаннаго угла АВО; требуется доказать, что 

ДАВС = = 
Для доказательства этого чрезь центрь О прэ- 
ведемь прямую ЕР, параллельную хорд СВ. 
При этомь получимъ, что 

— ОЕ —= ВЕ (лемма 11) 

— ГА = ВЕ (теорема 13 и 109): 
слдовательно: 

— СР = ЕА (акеома 6). 


Черт. 132. Но — СЕ - РА = `— АО; слфдовательно: 
— ЕА = ао 
Такъ какъ / АВС == С АОЕ (теорема 30), & Х ЛОГ = — ВА, 10 
ДАВС == — КА (зиоома 6), или ХАВС == — 26. цы я 


2 
требовалось доказать. 
2) Пусть (черт. 133) центръ О дашной окружноети находится 
между сторонами вписаннаго угла АВС; требустея доказаль, что 


дАвб=т нь 


Для доказательства этого проведемъ даметрь ВО. Тогда по преды- 
дущему, 


и Ав == 7 А, р 
о 6 
а 
‚ С. 
довс = ^^ 6; 
я И 
сложивъ эти равенства почленно (акеюома 8), но- Ч 
лучимъ: Черт. 133. 


АВС = 


— АВ -- - 106 _ -АС. 
а - а 
Чтб и требовалось доказать. 
3) Пусть (черт. 134) центрь окружности лежить ви сто- 
ронъ вписаннаго угла АВС; требуетея доказать, что 
авс = 129. 
Для доказательства этого проведемь маметрь ВО. Тогда по преды- 
дущему 
гАВо— АВ, 


р 


= СВО = 


Фычитая члены второго равенетва изъ членовъ пер- 
заго (акс1ома 8), получимъ 

ХАВС 
Чтф и требовалось доказать, 

Стало-быть, вписанный уголь, каково бы ни было положене 
центра окружности относительно сторовъ его, изм ряется поло- 
виною дуги, заключениою между его сторонами. Что и требовалось 
доказать. 

Слёдетве 1-е. Виясанные въ окружность углы, опираюлиеся 
та одну п ту же дугу, равны между собою. — Дъйствительно: 
таждый изь этихь вписанныхь угловъ измфряется в 
половияою одной и той же дуги, т. е. всё эти углы 
содержать одпо и то же число угловыхьъ градусовъ. 4 
Такъ, напр., (черт. 135) углы АВС, АРС, АЕС, 
АЕС и АСС равны между собою. 

Сльдетве 2-0е. Биисанный уголь, между сто- 
фонами котораго заключаете» дуга, равная полу- Черт. 135. 
окружности, сеть уголь прямой. — Дфаствительно: виясанный уголъ, 


— ср, 
Е. 
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можду стороцами котораго заключается дуга, равная полуокруж- 
ности, измряется половиною полуокружности, т. е. содержитъ 
въ себЪ 90 угловыхь градусовъ. 

Замфчане 1-0е. Эту теорему обыкновенно выражають такъ: 
вписаппый уголь, опирающийся на Маметрь, есть уголь прямой. 

Замфчанше 2-е. Осповываяеь па теоремф 122, можно всяюй 
уголь равдфлить поноламь, сдталь данпый уголь цепиральнымеь и впи- 
савь въ ту же окружность уголь, онирающийся на дугу даниаго угла. 

Задача 28. Изь точки А, зватой выф окружности, но въ 
одной съ нею плоскости, провести къ этой окружности касатель- 
ную прамую (черт. 28). 

Ръшене. Дли рёшевя этой задачи соединимъ точку А съ 

центромъ О дапной окружности, прямую ОА. 
ь въ точкз М разивлимь пополамь и радтусомь. 
__\,равиымъ прямой МА опишомъь окружность. 
"“ Эта окружность поресфчеть данную въ двухъ 
точкахь А и С (почему?). Соодинивъ точку А. 
: съ точками В и С, получимь двв касатель- 

Черт. 186. ных къ окружности прямыя АВиАС (почему?). 

Опред\в лее. Многоугольнииь, котораго вершиим чежалиь 
на окружности, пазывается описаннымв миозоуюльникомв. 

Теорема 123. Пели дапвый выпуклый чегыреугольшиеь вия- 
санный, т0 сумма двухь углорь его, не прилоежащихь шь одной и 
той же сторон его, равна 24. 

Доказательство. Пусль (чорт. 137) челыреугольникь АВОСЬ 
четыреугольиикь вписанный; требуотея доказать, что 

ИВ--иЬ== 34. 
Для дохазалольства этого примемт во внимаше, что, папр., 
— АС 


_в- 


с 
= в В РЕ 
о Г во 
/ а 
/ 
— СВА 
/ а 
2 
А сложивъ эти равепетва почлонло (аис1ома 3), по- 
Черт. 137.  лучимь 


ИВР Е СВА, 

Но — АОС -- — СВЛ равна всей окружиости и содерлить 
въ себЪ 360°. СОлЪдовательно сумма угловь В и О содержать 
180 условыхъ градусовъ, т.е. ДВ- ИО -==24. Чл и 1ребо- 
валось доказать. 
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Теорема 124 (обратная теорем 123). Еели` сумма двух, 
не прилежащихе кт одной и той же слоронЪ, угловъ четыреугольника, 
равна 24, то веЪ четыре вершины этого четыроугольника лежалтъ 
на одной п той ще окружноети. 

Доказательство этой теоремы можеть быть поведено, на овно- 
вави предыдущей теоремы, леммы 5-ой и елВдотыя теоремы 46, 
способомъ приведешя къ нелбиости и предоставляется учащемуся. 

Теорема 125. ели изъ точки, взитой на окружности, про- 
зедены хорда и касательная, то острый уголъ, ими образованный, 
измбряется половипою меньшей дуги, а тупой уголъ— половипою 
большей дуги, стятиваемой хордою. 

Доказательство. Пусть (черт, 138) касательная ВС образуетъ 
еъ хордою ВА острый уголь, а касательная ВС (черт. 139) съ 
хордою ВА-тушой уголь; требуотея доказать, что 


—АМВ, „ тупой ДАВС == = 


острый х АВС = 


Для доказательства этого (черт. 138) проведем прямую АМ на- 
раллельно касательной ВС. Ириэхомъ 


С АВС = & ВАМ (1еорема 30), 


а = ВАМ = 771 МВ (поорема 192) 
; 
по А ы = лы (земма 11): 
слфдовательно (акдома, 5 
2 АВС = МВ | 


р) 
Такимь образомь исрвая половина теоремы дока- 
зана.— Дух доказательства второй половилы, про- Черт. 188. 
ведемъ (черт. 139) изъ точки @ червенликулярь юъ касазельлой, 
который пройделть чрезь центрь (теорема 80); тогда 


тупой ХАВС = -- Е АВМ; но м 

р дав =`7 АМ; 

поэтому (акоюма 5) - ( ея ‚4 

тушой ДАВС = 0: р -4АМ ВМА, а" 

Стазо-быть, з } ав 159. 
отрый ДАВС =” и а зушой АВС = и 


Что п требовалось доказать. 
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Опредвлеше. Дуою, вмщалющею данный ушлз, называется 
дуга окружности, на которую опирается вписанный въ ту же окруж- 
ность уголь, равный дапному. 

Задача 29. Найти дугу, выфщающую данный уголь и. 

Рьшеше. Для рёшошя этой задачи пачертимь уголь АВС, 
равный углу т; отложямъ па прямой АВ оть точки В какой-нибудь 
отрфзокь ВО, изъ середины М прямой ВО про- 
ведемъ къ ВЛ перпепдикуляръь МЕ; кромф того 
изъ вершины угла АВС къ прямой ВС прове- 
демъ пернендикуляръ ВЕ. Порпендикуляры МЕ 

у и ВЕ должны пересЪчься (теорема 41) въ язко- 
м торой точкф О. Соединивъ точку О съ точкою 

к | оу А, рамусомь ОВ опищемъ дугу, которая ирой- 
деть чрезъ точку 0 (почему?). 

Дуга ВР и сеть дуга, выфщающая данный 
уголь М.—Для того чтобы въ этомъ убфдиться, 
С примемь во внимане, что (теорема 125) 

Черт. 140. ХАВС= а 
„Но всявй вписапный въ получепную окружность уголь, опира- 
ющЁся па дугу ВО, измВряется половиною той же дуги АО; стало- 
быть, всявй вписанный уголь, опирающся па эту дугу, равень 
углу АВС, т, е. равопь ХС т. Въ чемъ и падлежало убфдиться. 

Теорема 126. Если вершива угла лежить внутри круга, 1о 
онъ измфряется полусуммою дугъ, заключенныхь между его с10- 
‘ронами и ихъ продолженями. 

Доказательство. Пусть (черт. 141) вершина В угла АВС ле- 

в жить внутри круга, пусть ВЕ и ВО продол- 
7 женя его сторопь; требустея доказать, что 
АВВ = Е Е 
Для доказательства этого соединимъ точку Е 
съ точкою С. Получимь /\ ВЕС, въ кото- 


ромъ 
АВС = {ВЕС -- ДВСЕ (теорема 46); 
Черт. 141. но 
— АС —пЕ 


к ВЕС = == И ВОЕ=- с. 


слёдоватольно (акс1ома 5): 
ДАВС ее + НО о РЕ. 


Чтд пн требовалось доказать. 
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Замфчане. Доказательство этой теоремы съ помощью парал- 
лельныхь лиш сложиве, такъ какъ требуеть изелфдовавя двухъ 
случаев: когда прамая Е ееть хорда, и когда она касательная 
(что равно возможно). А нотому такому ир1ему доказательства пред- 
почтешь другой, который съ усиБхомъ можеть быть приложень и 
ко веБмь остальнымъ теоремамь объ измфренш угловъ, образо- 
ванныхъ прямыми, проведенпыми въ круг®. Учащемуся предлагается 
теоремы 122, 125, 127, 128 и 129 доказать съ помощью визшняго 
угла треугольшика. 

Теорема 127. Бели вершина угла лежить вн окружности, а. 
сторопы его суть сфкупйя, то онъ измбряется цолуразностью дугъ, 
заключепныхь между его сторопами. 

Доказательство. Пусть (черт. 142) вершина 


В угла АВС зежить вн® круга, а стороны его Ув 
ВА и ВС суть свкуцця; требуется доказать, что ое 
— АС — — РЕ с. 
А К 
р Р 
Для доказатольства этого изъ точки Е проведемъ А 
хорлу ЕЁ, паразлельную къ ВА. Шолучимъ, что Черт. 142. 


АВС = СЕВА (теорема 30); по ДЕВА = Ее (теорема1 22), а 


А =: Е бо — ВА = > 40 — 08}; 
но такъ какъ — СЕР — — ОЕ (лемма 11) то, стало-быть (аке]- 
ома 5): 


Что и требовалось доказать. 

Теорема 128. Если вершина угла хежить вн круга и если 
одна изъ сторопъ его—сфкущая, а хругая— касательная къ окруж- 
ности, то опа измВряется полуразноетью 
дугъ, заключепныхь между его сторонами. 

Доназательство. Пусть (черт. 143) 
вершина В угла АВС аежить внф круга 
и пусть сторопа ВА сзкущая, а сторона 
В(С— касательная; требуется доказать, что 

авео ВО. 
2 
Для доказательства этого проведемъ хорду 
ТМ параллельную къ касательной; тогда 
получимь 
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ДАВС == С АБМ (теорема 30); 


АЮМ= = Ам (теорема 122); 


2 
ка (160 АМ = —^ АС — — М0); шо 
такъ какъ — МС = — ОС (лемма 11), то, стало-быть (аке]- 
ома 5) 


дАВо— 46—06, 


Что п требовалось доказать. 

Замфчане. Можно для доказательства той же теоремы иро- 
вести параллельную къ сЪкущей изъ точки касашя (черт. 144); 
ты по тогда требустся продолжить касалельную, и 

доказательство поэтому изеколько сдоживе. ели же 
ис продолжать касательпую, то дохазательство още 
сложн%е. ИзсяВдоваво этихъ трудпостей иредо- 
ставляется учащемуся. 
® Теорема 129. Описанный уголь изыряется нолу- 
Черт. 144. — разностью дугьзаключенныхь между его сторонами. 

Доказательство. Пусть уголь АВС есть уголь описанный, 

внутри котораго лежитъ окружиость: требуется доказать, что 
авс = АМС ее АС. 

Для доказательства этого иродолжимъ касательную ВС ио другую 

сторону точки С и проведемъ изъ точка С хорду СО, параллельную 

къ прямой АВ. Получимъ, что 


в К АВС == ДООЕ (теорема 30); 
ЕООЕ = а (теорема 129); 
Г 306 —АМ6 — АМЬ 


} р > 
; (такъ какъ — 0С = — АМС — — АМЬ); во 
Черт. 145. — АМР = - АМС (лемма 11); 
стало-быть (аксюма 5): 
иво М0 Е ААМе. 
Что и требовалось доказал. 

Теорема 130. Если вершину угла, описаннаго около дан- 
ной окружности, соединить прямою съ центромъ ся, 10 эта пря- 
мая есть равиодфлящая даннаго описаннаго угла. 

Доказательство основано па теорем 66 и предоставляется 
‘учащемуся. 


$ 10. 0 пропорщуональныхь р Е ПОДОбИЕ прямолянейныхь 
НРУ. 


ОпредВлеша. Ирлмо иропормональными называются дв 
величины, находящяся въ такой зависимости одна отъ другой, 
что, съ умножешемь какого-нибудь значешя одной изъ нихъ 
па какое-нибудь число, соотвфтетвующее значеше другой вели- 
зины умпожастся на то же самое число. Такъ, напр., централь- 
ный уголь, при прочихъь одинаковыхь условяхь, ость воличина 
прямо-пропорщональная дугВ его и обратно: дуга цеитральнаго угла, 
при прочихъ одинаковых условяхъ, величина прямо-иропорцюнальная 
углу. Обратию-пропоршональными называются величины, находя- 
пуяея въ такой зависимости одпа отъ другой, что, съ умноженемь 
какого-нибудь значешя одной изъ них на какос-пибудь число, со- 
отвётетвующее значене другой длится па то же самое число. 
Ариеметика памъ, въ учени о тройныхъ правизахь, доставлясть 
примВры вехичинъ какь прямо, такъ и обратно пропорщональвыхь; 
такъ, паир., продолжительность какой-либо работы и количество 
людей, ес выполняющихь —обратно-пропорщюнальны, а стоимость 
любого количества товара и самое количество этого товара— величины 
прямо пропорщюнальныя. — бром того, если четыре значешя одной и 
той же величины представляють собою члены одной и той же гео- 
метрической иропорщи, т0 дла краткости говорять, что эти значеня 
пропорийональны. Въ этомъ смысл говорять, что числа: 4, 5, 8 
и 10 пропорщовальны, такъ какъ эти числа предетавляють собою 
члены слфдующей геометрической пропорщи: 4 :5 = 8:10, 
Однако же въ этомъ поелфдиемъ значеши слово „пропорщюональ- 
ный“ употребляется только для краткости, и отнюдь но должно 
смфшиваль это зпачеше слова съ тВмъ значешемь его, которое 
имыфется вь виду, когда р6чь идеть о двухь иропорионалоныхе ве- 
личинахв. 

Лемма 12. Если двЪ ирямыя лежать въ одной плоскости, 
если взять ифеколько равпоотстоящихь другь отъ друга точекъ 
на одпой изъ нихь и чрезь эти точки провести параллель- 
ныя другь другу прямыя, пересвкающия и вторую изъ данныхь 
прямыхъ въ нфкоторыхь точкахъ, то и эти посл6дшя точки тоже 
равно отстоять другь отъ друга. 

Доказательство. Пусть (черт. 146 и 147) отрЪзки АВ, ВС, СО, 
ТЕ, ЕЁ прямой ММ равны между собою; пусть прямыя Аб, ВИ, 
-СТ, ОЛ, ЕК, ЕЁ параллельны другь другу; требуется доказать, 
что ОН = Ш = = ЖЖ = КГ. Для доказательства этого 
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разсмотримьъ два случая: 1) когда ММ нараллельна РФ и 2) когда 
ММ ве параллельна РФ. Вф первомъ случа (черт. 146) 

АВ = бН, ВС = Ш ит. д. (теорема 70), 
а такъ какь, по условно, 

АВ =ВС ит. к. 

то (аксома 6) 

СН = Ш = М ит. к 
Что и требовалось доказать.—Во влоромъ слу- 
ча, т. е когда ММ и РФ другь друку не 
параллельны, мы для доназалельства (чорт. 147) 
проведемь изъ точки А лино АВ, параллельно 
Р@, изъ точки В зишюо ВС, параллельно РФ}. 
изъ точки О лишю ср, парзаллельно РО ит. д. 
Получимъ рядъ треугольниковъ, которые веф равны между собою 
{георема 30), а потому въ нихъь всф соотвфтетвуюрие элементы 
тоже между собою равны, т е. 

АВ, = ВС, = СО, = ОЕ, = ЕЁ; 
но (теорема 70) 

АВ, = @Н, ВС, = Ш, СО, =Шит д; 
стало-быть (акейома 6), 

СН = Н5 =Ц = ЛХ ит. д, 
Что и требовалось доказать. 

Слфдетве. Если на одну изъ сторонь 
какого-нибудь угла отложить, считая отъ 
вершины, какой-нибудь отр№зоюъ неопредЪ- 
ленное количество разъ и если провести 
изь крайнихь точекъ этихъ отрфзковъь параллельныя  другъ 
другу прямыя, пересвкающия другую сторону угла, т6 эти па- 
раллельныя лиши отефкаютъ отъ второй етороны 
равные между собою отрфзки. — Дфйетвительно: 
въ этомъ случав можно сдфлать то же самое 
построеще, что и при доказательствВ леммы 12 
(см. черт. 148) 

Задача 30. Раздзлить конечпую прямую наи 
равныхъ между собою частей, гдв буква и обозна- 
чаетъь число цфлое. 

р Рёшене. Для рфшевия этой задачи проведемъ 
прямую АС изъ ковца А прямой АВ подъ какимъ- 
“ нибудь острымъ угломъ СЛВ и отложимъ оть точки 
А по прамой АС какую либо произвольную конеч- 
вую прамую и разъ. Вторую точку М послфдней 
(п-той) копечной прямой соединимь съ точкою В прямой АВ, & 


ее 


Черт. 146. 


Черг. 147. 


Черт. 148. 
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изъ остальныхь отмфченныхь крайнихъ точекъ отложенной конеч- 
ной прямой проведемь прямыя, параллельныя къ прямой МВ. 

Эти прямыя разебкуть данную прямую АВ на равных между 
собою части (почему?). 


р т 
Задача 31. Умножить данную прямую АВ на дробь р. тв 


буквы 7 и ® обозначаютъ чиела цълья. 

Рьшене. Дия рЪшены этой задачи раздвлимъ прямую АВ 
на и равныхь между собою частей (задача 30), а полученную 
тавимъ образомт часть помпожимъ на ш (задача 4). 

Поученная такимьъ образомъ прямая и ееть произведеше пря- 


18 
мой АБ на дробь ет (Ср. замбчаше, когорымъ снабжено ршеше 


задачи 4). 

Теорема 131. Три параллельныя прямыя, пересЪкая каюя- 
нибудь двЪ прямыя, ваходящяся въ той же плоскости, образуютъ 
вь каждой изъ нихъ два послфдовательно лежащихь отрзка, ко- 
торыя вмБетВ съ двумя отрЁзками другой прямой, взятыми въ томъ 
же порядкВ, иредставляють собою члепы нзкоторой геометрической 
пропорщи. 

Доказательство. Пусть (черт. 149) давы двё прямыя ММ и 
Р@, пусть прамыя АБ, СР и ЕЁ параллельны другъ другу; тре- 
буотея доказать, что 

АС : СЕ = ВО : ОЕ. 
Цри доказательств этой теоремы примемъ во 
| внимаше, что ММ и РФ могуть быть либо 
НЫ —е параллельны другъ другу, либо же не парал- 
| лельны. Если ММ || РФ, то (акеома 13) 
| АС: СЕ = АС: СЕ; 
м по вставивь (акоюма 5) во второе отно- 
 шеше выфсто конечной прямой АС равную ей 

(теорема 69) прямую ВЮ, а вмфсто прямой 

& СЕ равную ей (теорема, 69) прямую ОЕ, 
Черт. 149. получимъ, что 
АС: СЕ = ВО : БЕ. 
ели же прямыя ММ и Р@) не параллельны, то ири доказатель- 
ствф теоремы различають два случая: |) когда конечных прямыя 
ВО и ОЕ соизмримы одна еъ другою я 2) когда онф несоизм&- 
римы.—Аъ первомъ случаВ существуеть нВкозорый отрзокъ а, 
который какъ въ ВО, такъ и въ ОЕ содержится цфлое число разъ; 
пусть отрфзовъ а въ ВО содержится 2 разъ. а въ ОЕ ровно п 
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разъ, при чемь и и и чиела ифлыя. РаздБливъ прямую ВО па т 
равных между собою частей, а прямую ОЕ па и равныхъ между 
с0бою частей, чрезъ точки дфлешя проведемъ лиши параллельныя 
прямой АВ. Такимъ образомъ мы разсфчемь лиши АС и СЕ на 
равныя между собою части, при чемъь АС будеть разсфчена на т 
равныхь между собою частей, а СЕ—па и равныхь между собою 
частой (лемма 12). Пусть каждая изъ этихь частей прямыхь АСи 
СЕ равна прямой 0; тогда шохучииь, что 


откуда (аксома 13) 
АС: СВ == в: тп, а тавже ВО: РЕ ==т:) 
т. е. (акоюма 6) 
АС: СЕ = ВО: РЕ. 

Что ‘и требовалось доказать. —— Во второмь случа, т. е. когда 
прямыя АС и СЕ несоизмВримы одна съ другою, равнымъ образомъ 
‘употробалется тотъ же шуемъ доказательства, который употребляется 
при доказатольств} теоремы 119 объ отпошеши между центральными 
углами и ихъ дугами. Стало-быть, соизмвримы ли нли песоизм5римы 
другь съ другомъ отр»зки АС и СЕ, во всякомъ случа 

‚ АС: СВ = ВО : РЕ. 
Что и требовалось доказать. 

СлЬдстве. Шели стороны угла пересзчь двумя параллельными 
другт другу прямыми, то конечныя ирямыя, 
заключенныя между вершиною угла и одной 
изъ параллельных лин й, представляють собою 
предыдуиие, а прямых, заключенныя между 
тою же вершиною съ другою изъ параллель- 
ныхь лиШй — послфдующуе члены нфкоторой 
тсометрической пропорщи. -— Дйствительно: 
проведя (черт. 150) чрезт, вершину угла третью 
параллельную и еще одну прямую, параллель- 
ную къ одной изъ сторонъ угла, на основаши 
теоремы 69, ‘сведемъ вопроеъ къ теорем 131. 

Замфчанте 1-06. Изь ариометики извфетно, что №5 гоометри- 
ческой пропорци произведеше крайнихь члеловъ равно произве- 
дешю ся среднихь членовъ. Когда дана геометрическая пропорщя 

АС: СЕ = ВО: БЕ, 
тдВ АС, СЕ. ВР и ОЕ обозначають прямыя лини, то равепетво 
АС. ПЕ = СЕ. ВБ 


Черт. 150. 
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«обозпачаетъ, что осли отр$зки АС, СЕ, ВР и ОЕ изм5рены одной 
и 10ю же сдицицею мЁры, то произведеше отвлеченныхь чиселъь, 
выражающихь отношеня отрЪзковь АС и ОЁ къ этой единиц, 
равно произведению отвлечеппыхь чиесль, выражающих отпошешя 
отрузковь СЁ п ВР кь той же едициц® мёры. 

Замфчане 2-06. Три параллельныя другъ другу ипрамыя 
оиредфляютъ на двухъ прямыхъ, лежащихь въ той же плоскости, 
четыре отрфзка, предетавляющие собою члевы одной и той же 
зропорши, и въ этой пропорши отрфзки, заключепные между 
одними и тбми же паразлельными зишми, предетавляють собою 
предыдущие, а прямыя лини, заключенныя между другими парал- 
лельными лввйями—послВлуюнце члены пропорщи. Тфыъ же пре- 
момъ, который употреблень выше при доказатезьетв® теоремы 131, 
можеть быть доказана сираведливость везхъ твхъ семи пропорцй, 
хоторыя могут быть получены изъ доказанной измфнешемъ порздка 
чзеновъ, а равпо справедливость пронзводныхъ пропорций (черт. 149): 

АЕ: АС =ВЕ: ВБ и АЕ: СЕ = ВЕ: ОЕ 
и вевхъ тВхъ четыриадцати пропорщй, которыя могутъ быть позуче- 
пы изъ посл дпих двухъ должным измнешемт, порядка ихъ членовъ. 

Замфчаше 3-е. Составляя пропорцио, должно собаюдать сл$- 
дующее правило: первый отрфзокъ первой прямой относится ко 
второму ся отрзку, какъ первый (считая въ томъ же направлен) 
отрзокъ второй прямой ко второму ся отрЪзку, или же — первый 
отрёзокъ первой прямой относится къ первому (считая въ томъ 
же направлени!) отрфзку второй—какь второй отрфвохъ первой 
‘прямой ко второму второй. —Какая ирямая при этомъ принята за 
первую, какая—за вторую, безразличио (замфчаше 9-06). 

Замфчаше 4-ое. Пели разсмотрЪть двф конечныя прямыя 
АС и ВО, образованнвыя при пересвчеши двух прямыхь ММ 
и РО двумя параллельными прямыми АВ и СР, то легко убЪдиться, 
30, при прочихъ одинаковыхь услошяхъ, прямая АС прямо-про- 
порщональна прямой ВО, т. е. въ томъ, что еслибы выфето ВО 
‘была взята прямая ВЕ, полученная изъ ВГ умножешемь ВО на 


т 
какое-нибудь чнело —, то вы\ето АГ получилась бы конечная 
п 


прямая АЕ, продетавляющая ©0бою произведеше прямой АС на 
и * 
число —- То же самое справедливо и отвоеительно отр»зковъ, 
Иа 
«‹опредфляемыхь па сторонахь угла прямою, вхъ пересзкающею п 
подчинениою тому условию, что она должна быть параллельна и- 
которой опредЪленной нрямой. 
8* 
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Задача 32. Давы три прямыя а, би с; требуется найти” 
четвертую пропорщональную къ этимъ прямымъ лишямъ, т. е. та- 
кую прямую х, чтобы была сираведлива сдбдующаи пиропорща: 

а: 6 = с: 1. 

Ршене. Для рьшешя этой задачи (черт. 151) сложимъ на иро- 
извольной прямой отр®зки д и , проведемъ изъ начала, отрЪзка а про- 
извольную прямую подъ какимъ-вибудь 


@. 
ТОНЕ 
ъ = оетрымъ угломъ, на этой прямой отмо- 
са ‚_-- ЖИМ отрзокъ с, сосдинимь прямою 
——6_—__ 7 конощь отрзка а съ концомъ отрзка 


си изь копца отр№зка 6 проведемъ 

р прямую параллельно къ прямой, соеди- 
=——— няющей концы отрзковь аи с. 

ОтрЁзокъ д удовлетворяеть тре- 

бованшю задачи, потому что (сяфдетве 


с 


Черт, 151. 


теоремы 131) а: 6 ==с: 4. 

Замфчаше. Учащемуся предоставляется разыскать ипые сно- 
собы пахождешя четвертой пропорцщональной къ отр®зкамъ а, бис, 

Теорема 182. Равнодфлящая угла треугольника раздвляеть 
противолежащую этому углу сторону на части пропорщональныя 
остальнымь двумъь сторонамъ. 

Доказательство. Пусть (черт. 152) въ тр-кЪ АВС прямая 
СТ есть равнодфлящая угла С; требуется доказать, что 

АР: ОВ = АС: ВС. 
Для доказательства этого продолжимъ какую-нибудь изъ остальныхь 
двухъ сторонъ, наир., сторону АС по другую сторону вершины С, 
& изъ точки В проведемъь прямую ВЕ до пересфчешя ©5 этимъ 
продолжешемь въ точкВ Е. Тогда 
АО: ОВ == АС: СЕ (слБдетие теоремы 131). 

Обозвачимь, для краткости, буквами т и 
п равные между собою части угла АСВ, 
7; а буквами р и 9 — углы, прилежаще въ 
/ ! треугольникв ВСЕ по сторонё ВЮ. Пе 
уеловю Дт= дя. Но 


Уй „ Дт== Др (теорема 30) и 
„е } Дп= 4 (теорема 30); 
и | / стало- быть, 
я—— _\№ = Др (акеюма 6); 
а потому (теорема 59) 
Черт. 152. СЕ — СВ. 


Но выше мы вывели пропорцио 
АР: РВ = АС: СЕ; 
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етало-быть (акоома 5) 
АО: ОВ = АС : СВ. 
Что и требовалось доказать. 

Теорема 133 (обрахая теоремф 132) Вели прамая, прове- 
денная изъ вершины какого-нибудь угла треугольника, раздляеть 
противолежащую ему сторону на части пропоршюональныя осталь- 
нымь двумь сторонамъ треугольника, то эта прямая дЪлить этоть 
уголь пополамъ. 

Доназательство. Пусть (черт. 153) прямая СШ равдфлнеть 
сторону АВ такъ, что 

АО: ОВ = АС: ВС; 
требуется доказать, что / АСР = / ОСВ.—Для доказательства 
этого предиоложимъ, что С АСР не равевъ углу ОСВ. Въ такомъ 
злучай опъ либо больше, либо меньше его (аксома 3). Пред- 
положимь, что онъ больше его; тогда существуеть нЪкоторая пря- 
мая СЕ, которая дфлить = АСВ пополамъ (допуще- 
‚ве относительно угловъ). А въ такомъ случа 
АЕ : ЕВ == АС: БС (теорема 132); 
Но памъ даша пропорщя 
АО: ОВ = С: ВС; ыы 
сравнив ве почленно съ полученною пропорщею, 
увидимъ, что вторыя отношеня ихъ равны; а по- 
чому изъ первыхь можеть быть составлена пропорщя: 
АВ: ЕО = АО : ОВ; 
чего быть не можеть, ибо числатель перваго отиошешя меньше 
числителя второго, а зпаменатель перваго больше знаменателя 
зторого. Точно такь же докажемъ, что / АСР не меньше угла ОСВ. 
Стало-быть, АСР не больше и не мепыше угла ОСВ; & потому 
(аксома 3) / АСР = 2 ЬСВ. Чтб ий требовалось доказать. 

Теорема 134. Если изъ точкн, взятой на плоскости, прове- 
дено нфеколько прямыхъ, если, кромф того, проведены въ той же 
плоскости дв параллельныя лиши, перееФкаюцщуя данныя прямыя, 
то можно составить рядъ равпыхъь между собою отношенй, въ 
›которыхь предыдущими членами будуть отрфзки, заключенные 
между вершиною угла и одною изъ парахлельныхь лин, & послф- 
дующими— отрфзки тфхъ же прямыхъ, заключенные между обфими 
параллельными прямыми. 

Доказательство. Пусть (черт. 154) изъ точки 5 проведены 
прямыя ЗА, 50, $0, 50 и 3Е; пуеть, кром того, прямыя ММ 
в РО параллельны другъ другу и поересвкаюгь данныя прямыя въ 
точкахь М, М,, М,, М, и М,, а прямая РО пересфкаетъ т же 


Черт. 153. 
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прямых въ точкахь Р,, Р,, Р,, Р, иР,; требуетея доказать, что’ 
ЗМ, : М.Р, = 5М, : М,Р, =5$М, : М.Р, и т. д. 
Для доказательства этого примомъ во вииман Е изъ тео- 


ремы 131. На осповавн этого елВдетшя: 
$М, : М.Р, =.5М, : М,Р,, 


но 
ЗМ, : М.Р, = 8М, : М,Р,, 


м  БМ,:М,Р, = ЗМ, :М,Р, ит.д; 
ур” стало-быть (акоома 6) 
в Е ЭМ, : М.Р, =3М, : М.Р, = 5М, : М,Р, 

Черт. 154. ит. д Что и тробовазоеь доказать. 

Теорема 135. Если стороны угла пересфкаются двумя, за- 
хлюченными между нами, конечпыми параллельными ирямыми, то 
отношев!с меньшей изь параллельныхь къ большой равно отио- 
шенио той части одной изъ сторопъ угла, которая заключена 
между вершиною угла и меньшею изъ параллольныхь, къ той ея 
части, которая заключена между вершиною угла и большею изъ 
параллельныхъ. 


Доказательство. Пусть (чорт. 155) стороны угла АСВ пере- 
сфкалотея конечными параллельными прямыми 
ТЕ и В; требуется доказаль, что 
ТЕ: АВ == СВЕ : СВ. 
Для доказательства этого проведемъ взъ точки, 
Е прямую ЕЁ, параллельпую въ АС. Тогда 
(теорема 131 и замчане 3) 
АЕ`; АВ == СЕ ; СВ. 
ре НЕ Но АГ =1Е (теорема 69); стало-быть, 
БЕ: АВ == СЕ: СВ. 

а 155. Что и требовалось доказать. 

Теорема 186 (обратная слФдотво теоремы 131). Вели двв 
точки раздфляють дв стороны треугольника на тавя части, что отно- 
шеше части, прихежащей къ вершин угла, образованиаго этими ст0- 
ронами, къ другой чаети той же стороны, равно отпошеншю приле- 
жащей къ той же вершипв чаети другой стороны угла къ оеталь- 
ной ея части, то прямая, соединяющая эти дв точки, параллельна. 
третьей сторон треугольника. 

Доказательство. Пусть (черт. 156) точки № и Е раздВляють 
стороны АС и ВС па ташя части, что 

2С: РА = ЕС: ЕВ 


0 
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требуется доказаль, что прямая ОЁ чараллельна сторон АВ. — 
Для доказательства этого предположимъ, что прямая РЕ не парал- 
лельша сторонз АВ. Въ таком случаВ какая-нибудь другая пря- 
мая ОЕ должна быть параллельна кь АВ, & въ ( 
такомьъ случаф (теорема 131) 

С : РА == ^С : ЕВ; 
но по условно 

ОС: РА 
етахо-быть (авоюма 6) 

РС: ЕВ == ЕС: ВВ, 
т. с. дв№ дроби, въ которыхь числитель первой д 
больше числихеля второй, а знаменатель первой“ 
мепве знаменателя второй, равны между с0бою. 
Чего быть не можеть. Стало-быть, прямая ОЕ должна быть па- 
рахлельна сторон АВ. Что и требовалось доказать. 

Замёчаше 1-0е. Вели даниыя двЪ чочки 0 и Е (чорт. 156) 
взяты на двухь сторопахь троугольника тажимь образомь, что, дВля 
эти стороны па части пропорщональныя, одлако 
расположены такъ, что 

ОА : ОС == СЕ: ВЕ, 

то прямая ОЕ вообще ненараллельна прямой 
АС и можеть быть ей параллельна‘ только 
при и\которыхь особенпыхь усломяхъ. При 
какихъ именно —— предоставляется изслдоваль 
учащемуся. Если прямая дФхлить дв стороны д 
треугольника на части пропоршюнальныя, но 
при этомъ пе параллельна третьей сторопв 
ого, то вь такомь случа» прямыя О и АС поесять пазваше 
аититараллемныхь лини. 

Замфчане 2-06. Теорсмы 185 и 136 остаются справедливы 
такие и въ случаВ, если линцо, параллельную одной изъ сторонъ 
тр-ка, провести изъ точки, взятой на продолжеши какой-нибудь изъ 
остальныхъ сторонъ, въ чемьъ предоставляется убЪдиться учащемуся. 

Теорема 137. Псзи‘изь вершины одного изъ угловъ даннаго 
многоугольника провести вов дагонали этого многоугольника, затВмъ 
на одной изь сторопь этого угла взать точку и изъ нея провести 
лишю, паразхельлую слдующей сторопВ многоугольника, до перес®- 
ченя съ ближайшею дагональю, изъ этой точки пересфчешя провести 
параллельную третьей сторон многоугольника, до поресфченя со вто- 
рою магональю, иг. д. до ТВХу поръ, пока послёдняя параллельная 
лия пересвчеть вторую сторону первоначально взятаго угла, то 
получитея многоугольникъ, котораго углы порознь равны угламъ дан- 


ЕО: ЕВ, 


Чери. 156. 


Черт. 157. 
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наго мвогоугольника, а стороны, заключенных между вершинами 
равпыхь между собою порознь угловъ этихь многоугольниковъ, 
пропорцопальны. 

Доказательство. Пусть (черт. 158) дашь миогоугольникъ 
АВСРЕЕ, пусть изъ точки А проведены дагонали АС, Ар я АЕ 
и пусть на сторонв АВ взята точка М, изъ нез проведена прямая 
ММ паралзельно къ прямой ВС, изъ точки № проведена прямая МР 
параллельно къ СО, изъ точки Р прямал ОР параллельно къ ЕЛ и, 
наконець, изъ точки () прямая ОВ параллельно къ ЕЁ; требуется 
доказать, что въ полученномь такимъ образомь многоугольник 
АММРОВ углы порознь равны угламь даннаго многоугольвика, 
АВСРЕЕ, а стороны, заключенныя между вершинами равпыхь 
между собою порознь угловъ многоугольника, пропорщональны. — 
Для доказалельства этого примемъ во вниман!е, что ХА въ обоихь 
многоугольникахь общий, 

ИМ=иВ, а ДВ=иЕ; 
но такъ какъ углы М, Ри ( многоугольника АММРОД и углы С, 
Ря Е многоугольника АВСРЕЕ состоять 
изъ порознь равныхь между собою частей 
(теорема 30), то въ нихъ 


9-=Д Е. 
Такимъ образомъ первая половина теоремы 
доказана. Что касаетея пропорщюопальности 
Зерг. 158. соотношеня сторопъ этихъ многоугольниковъ, 
то имвемъ (теорема 135): 
АМ: АВ= ММ: ВС; но ММ : ВС = АМ: АС, 8 АМ: АС = МР: 05; 
стало-быть, 


АМ : АВ = ММ: ВС = МР: СБ; 
но 
МР : СО — АР : АО, а АР: АБ = РЦ : ОЕ: 
стало-быть, 

АМ : АВ = ММ: ВС -= №Р : Ср = 0: ПЕ ит. д 
Что и требовалоеь доказать. 

Фпредвлен1е. ДеБ плосыя прямолинейныя фигуры, въ ко- 
торыхъ углы одной, взатые въ нВкоторомъ опредзленномъ порядкЪ, 
порознь равны угламъ другой, взатымъ въ томь же порядкВ, & 
стороны, заключенныя между вершинами соотвфтетвенно равныхь 
между собою угловъ, пропорщональны, называются 70добными фи- 
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зурами. Такъ (черт. 159). если ГЕ || АВ, то Л АСВ подобенъ 
треугольшку ШЕС; въ предыдущей теорем$ многоугольник 
АВСОЕЕ подобенъ многоугольваку АММРОВ. 
ДвВ стороны двухъ подобныхь многоугольниковт, х 
предстазляюния собою члены одного и того же у \ 
отношеня, ихъ характеризующаго, называются Я, 5 
слодственными или соотвтитственными. Ель нимъ \ 
прилежаль равные между собою углы подоб- г аа 
ныхь фигуръ На письмф слово „подобенъ“ й \ 
иногда замфняется знакомъ со я —\ 
Замьчане. Теорема 137 доказываеть. что ^^ ——— И 
р д 
подобпыя прямолинейных фигуры сущеслвують. 
Теорема 138. Если углы одного треуголь- 
ника порознь равны угламъ другого, то стороны, образуюция равные 
между собою углы, пропорщюнальны. т. е. треугольники подобны. 
Доказательство. Пусть (черт. 116) въ треугольникахь АВС 
п ДЕР &А=О, В= дБ а С-== Е; тробуется дока- 
зать, что 


Черт. 159. 


АВ: БЕ = АС: РЕ = ВС : ЕЕ. 
Для доказательства этого отложимъ па сторонё СА отъ точки С 
прямую Сб, равпую сторо ОЕ и изъ точки © проведемъ прямую 
СН параллельно къ АВ. Поаучимь (теоремы 131 и 135): 
АВ : СН = АС: 6С = ВС : ПС. 


Но И р 
А бНС = Д БЕЕ (теорема 52): / р. 
слвдовательно: |. й 
| 


СН = ОБ, 6С == Е. ПС = ВК: 


а вь такомъ случа (акоюма 5 4% Е 
АВ : ОЕ = АС: ОЕ = ВС : ЕЕ. у 
Стало быть, ВВ 
Л АВС о ЛД ВЕРЕ. 9 ы 
Что и требовалось доказать. Черт. 160 


СлЬдетв!е 1-0е. Если два угла одпого треугольника порознь 
равны двумъ угламъ другого, то треугольники подобны. — Дйстви- 
тельно: если два угла одного треугольника порознь равны двумъ 
угламъ другого, 10 и третьн углы между собою тоже равпы (сявд- 
ве 5 теоремы 45). 

Слдетве 2-0е. Если одниъ изъ острыхь угловъ прямоуголь- 
наго треугольника равенъ острому углу другого прямоугольнаго 
треугольника, то эти треугольники подобны. — Дфйствительно: въ 
этихъ треугольникахъ, кром} того, ирямые углы между собою равны, 
и остальные острые углы ложе равны. 
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Слёдетве 3-е. Если чрезь взятую впутри окружности точку 
провести дв хорды, то произведене обоихь отрЁзковъ’ одной изъ 
нихъ, заключенныхъ можду этфю точкою и 
окружиоетью, равно ироизведенио отрзковъ 
другой изъ нихъ, зак поченныхь между тою 

} ще точкою и окружностью. — ДФйетвительно: 
если (черт. 161) черезъ точку С проведены 

4 двЪ хорды АВ и РЕ, то, соединивь точку А. 
сь точкою О, а точку В ©ъ точкою Е, по- 
дучимъ два треугольника, въ которыхь угльг 
одного порознь равны угламь другого (елфд- 


а даем 
Черт, 161. стве теоремы 122); но изъ подобмя ихъ 


получаемь пропорцио: 
АС: СЕ =00С : СВ, откуда АС. СВ == СВ. ОБ. 

Замбчане 1-ое. ВемотрЬвшись въ пропорцио, изъ которой вы- 
зедено это замфчательное свойство частей хордь, проходящихь 
чрезъ одну и ту же точку внутри окружности, легко увидёть, что 
въ ней часть одной хорцы относится къ ‚побой части оторой хорды, 
кавь остальная часть оторой относится къ остальной части вервой. 
Это свойство отрёзковь двухь, пересзкающихея внутри окруж- 
ности, хордъ заслуживаеть внимашя. 

Замфчане 2-0е. Изь выведеннаго выше равенства слдуег 
что съ увеличешемьъ одного отрфзка хорды. другой уменьшается, 
& съ уменьшешемь одного, другой увеличивается во столько же 
разъь. А въ такомь случа длина одного отрЪзка хорды, проходя- 
щей чрезь одну и ту же точку, взятой внутри окружности, и дхина 
другого ея отрЪзка суть величины обратно-иропорцональныя. ВотЪ 
почему теорему, изложенную въ слЪдетвн трельемь, можно форму- 
лировать такъ: хорды, пересфкающяся внутри окружности, двлять, 
одна другую на части другъ другу обратно пропорщюнальных. 

СлЬдстве 3-0е. Если изъ точки, взатой вн окружности, 

провести дв сфкушия, то ироизведешя каж- 
С дой изъ нихь па ея внфинюю часть 
равны между собою. —ДЪйствительно: если 
(черт. 162) даны сёкушя СА чи. С0, то, 
соедипивь точку А ©5 точкою Е, а точку 0 
съ точкою Б, нолучимь два треугольника 
АСЕ и ОСВ, вь которыхь д. С общй, а 
ХА (теорема 122); но изъ модой 
этихь треугольциковъ по.гучаем пропорнио: 
СА: СР = СВ: СВ, откуда 
СА. СВ == СЛ. СК. 


в 
Черт. 102. 
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Замфчане 1-е. Всмотр5вшиеь въ иропорцую, ‘изъ ‘которой вы- 
ведено это замфчательное ссойство сФкущихъ, проведенных изъ 
точки, находащейся виВ окружности, легко увидфть, что въ этой 
пропорщи первая сЪкущая относится къ внЫышней части второй 
такъ, какь сторая сфкущая отпосится къ вифшией частн первои. 
Это свойство сЗкущей п сл виз шняго отр»зка заслуживает внимав я. 

Замфчане 2-0е. Изъ выше выведеннаго равеяства слфдуетъ, 
что съ увеличешемь сфкущей, вньшиая ея часть уменьшается, & 
съ уменышешемь сфкущей, вибшняя увеличиваелея во столько же 
разъ. А въ такомъ случа длина сфкущей и дизна вибшней ея 
части суть величины обратно-пропорцональныя. Воть почему пред- 
ложеше, выраженное въ слбдстый 3-емъ, можно формулировать 
такъ: сфкунйя, проведенных изъ точка, взатой вв окружноети, 
обратно-пропорцювальны внфшнимъ своимь частямъ. 

Слёдетве 4-06. Если изь точки, взатой вн окружности, 
провести сФкущую и касательную, то каеательная есть еред- 
няя пропорщопальная между всею сзкущею и ея внфшнимъ отрфз- 
комъ.— Дйствительно: еели (черт. 163) СА есть сВкущая, а СВ 
касалельная, то, соединив точку А съ точ- © 
хою В, а точку В съ точкою О. нолучимъ \ 
два треугольника АВС и ОВС, въ которыхъ х 
ХС общий, а ДОСАВ= ХОВС (тео- 
рема 122 и 121) Но изъ подобйи этихъ тре- | 
угольниковъ получаемъ пронорцио: 

СА: СВ = СВ : 6Ь. 

Замфчан 1-0е. Эту замчательную 
теорему ипогда выражают такъ: ироизве- 
доше сфкущей на ся внфшнюю часть равно 
квадрату касательной, проведепной изъ той же точки къ той ве 
окружности. На ней основано рЬшеше задачи 33. 

Замбчане 2-0е. Произведеше частей 
хорды проходящей чрезъ даниую точку внутри ра 
окружпости (слфдстые 2-0е) есть величива 
постоянная. Учащемуся, въ качеств весьма д) 
чолознаго упражношя предлагается, доказать, 
что (черт. 164) 

АС. СВ = ЧР» 
если СР т МХ, в ММ даметръ, проходя- г 
Пий чрезь данпую точку, а также формули- 
ровать словами это предложеше. 

Опредвлен1е. Разфьииль какую-нибудь величину в среднеме 
и краннемб отношении значить раздфаить ее на тая двф части, 


Черт. 164. 
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чтобы большая изъ нихъ была среднею пропорц!ональною между 

всею величиною и меныпею ея частью. Если данная величина равна а, 

то раздблить величину а въ среднемъ и крайномь отвошенши зна- 

чить, .стало-быть, найти такую часть ся 2, чтобы пропорщя 
6:2=5:(а— 2) 

была. справедлива. 

Замфчаше. Съ точки зрёня алгебраической, эта пропорщя 

приводить ‘къ квадратному уравненю 
д -- ах — 4 = 0, 
которое, соглавно учению о квадратныхь уравпешяхь съ одною не- 
извфетною, имЪетъ два вощественныхь р к 
2. —° а а. (-1-И 5). 
2 

Задача 33.  авдвлить данную конечную прямую АВ въ 
„орехнемь и крайнемь отношени. 

Рьшене. Для рЬшеня этой задачи поступаютъь елфдующимь 
‘образомь (черт. 165): ивь кояца В даппой коночиой прямой АВ 
проводять къ этой прямой перпендику- 
ляръ п на этомъ перпендикунярь, отъ 
точки В, откладывають прямую ВС, рав- 
ную данпой прямой АВ; ипотомъ прямую 
ВС дВлятъ поноламъ въ точкё М, точку М 
принимаютъ за цептръ, а прямую МВ за 
ражуеъ нЪкоторой окружности; затЪмь 
точку А соедипяють съ центромъ М; нусть 
точка Е есть точка персезчешя прямой 

Черт. 165. АМ съ окружностью. Наконецъ, прямую 
АЕ откладывають оть точки А на прямую АВ такъ, чтобы прямая 
„АЕ равнялась прямой АЕ. 

Тода прямая АВ в точть Ё раздълена вв среднемг и краи- 

немз отношении и притомв зтакз, что 
АВ : АР = АЕ: ЕВ. 

Для того, чтобы въ этомъ убфдитьси, продолжим прямую АМ 
до второго пересвченя ся съ окружностью въ точкВ О и раземот- 
римъ фигуру РАВ, въ которой касательная АВ ость средняя про- 
порцщюнальная между всею сзкущею м ея выфштею частью (слВх- 
стые 4 теоремы 138), т. с.: 

АУ : АВ = АВ: АЕ. 
Образуемъ изъ этой пропорши садующую производную пропорцио: 
(АО — АВ) : АВ = (АВ — АЕ): АЕ; 


ва 


но 
АР — АВ = АО — №) = АЕ = АЕ (аксюма : 
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хром того, 

43 — АЕ = АВ — АЕ = В (ако1ома 5); 
стазо-быть, АЕ: АВ = ЕВ : АЕ, нан (аколома 5): АЕ: АВ = ЕВ: АЕ; 
персставивъ въ этой пропорщи послвдуюние члены на мфето преды- 
дущихъ, а иредыдуще —- на мЪето поелфдующихе, получимъ: 

АВ: АГ = АЕ : ЕВ, 
или, что прямая АВ раздфлена въ точкВ Е на тая дв части, 
что большая изъ нихъ есть средпяя пропорщюпальная можду всею 
прямою и ся меньшею частью, т. е. раздфлена въ среднемъ и 
крайнемъ отпошеши. Въ чемъ и надлежало убЪдиться. 

Замфчане. Найти ви отрфзка данной прямой АЗ на ея про- 
дозжени, лежащей влЪво оть точки А, такую точку @, которая 
обладаеть тЪмь свойствомь, чо разетояще ея до точки А есть 
средняя пропорщональная между прямою АВ и разстоящемь той 
ве точки С отьъ точки В, тоже значить раздюмить прямую АВ 
65 среднема и кробнемв отношеши. Выше дано рёшеше задачи 33 
въ предположеши, что точка Е, дЪлящая прямую АВ въ среднемъ и 
храйномь отношенш лежить между точками А и В. Это раз- 
двлеше прямой въ среднемъ и крайнемъ отношени можпо назы- 
вать внутренним, въ отлище оть охарактеризованнаго выше раз- 
дфлойя прямой ВА въ точкВ (@, которое можно называть внии- 
ним. Точка С въ отомь елучаВ лежить влфво оть А на продол- 
женш прямой АВ и на разстояви разномъ прямой АГ (черт. 165), 
зъ чемъ продоставляется убфдиться учащемуся. Это подтверждается 
вторымъ вещественнымь корнемъ квадратнаго уравцешя, къ кото- 
рому, съ алгебраической точки зрЪфыя. сводится рнеше задачи. 
Чаще, вирочемтъ, приходится встрёчатьея съ внутреннимъ раздвле- 
мемт прямой въ среднемъ и крайнемь отношонн. 

Теорема 139 (обратная тсоремВ 138). Вели стороны одного 
треугольника пропорщюнальны сторонамъ другого, го углы одного 
треугольника иорознь равны угламь другого, т. е. треугольники 
подобны. 


Доказательство. Пусть (черт. 166) въ т 
треугольникахь АВС и ЕЕ ТУ. 

АС: РЕ = ВО: ЕЕ == АВ: БЕ; < 
требуется доказать, чо ДО = Ан Е 


ИЕ = д В.--Дли доназательства этого отъ 
точки С на сторонё СА отложимь прямую с, 
С@ равную ОЕ и проведемь изъ точки. 2— 
прямую СН, параллельную сторонз АВ По- ы 
лучимъ Черт. 166. 
АС : 6С == ВО : НС == АВ: СН гиропомих 121 - 177 
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намъ же дапа пропоршя 
АС: ОЕ = ВС: ЕЁ = АВ: РИ;. 

сравнивъ ее почленно съ полученлою вами пропоршею, увидимъ, чго 
первыя отпошешя равны между с0б010; сгало-быть, и остальный 
отношеня тоже равны, т. е. получимь дз новыя пропорщи: 

ВС: ЕР = ВС: НС я АВ: ОЕ =АВ: 68. 
Такъ какъ въ каждой изъ этихъ пропорщй предыдупуе члены 
равны, то и послфдующие члены въ каждой изъ пихъ тоже равны 
между собою, т. е. 


ЕЕ НС я БЕ=6Н; 
во ОР = СС по отложеншо, слёдовалельно (теорема 52): 
АЛЕ = А 6НС. 


и въ нихъ 
Доб а ИЕН. 
Ноде=ГА, а (Н= В (теорема 30); схало-быль (зкоома 5). 
Ио=иАи ХЕ= В, 

т. е. треугольники АВС вн ОЕЕ подобпы. Что и требовалось до- 
кавать. Е 

Замфчане 1-0е. Для подобя прямоланейныхь фигуръ вообще 
веобходимо, какъ о томъ свидфтельствусть опредфлене, пе только 
равенство угловъ, взятыхь въ одномъ и томъ же порядкЪ въ обфихь 
`фигурахъ, по также и соотвфтетвениая пропоржюнальность сторонтъ, 
‹образующихь равпые между собою углы. Ибо, какъ въ томъ легко убЪ- 
диться на частномъ примЪрЪ, углы двухъ многоугольников могуть 
быть порознь раввы между собою (папр., въ косоугольномъ паралле- 
хограмыВ и ромбф съ тВми же углами), а стороны фигуръ пе про- 
порщональны, поэтому и самыя фигуры не подоблы; и обратно: 
стороны могуть быть пропоршюопальны (наар., въ косоугольномь 
параляехограмыВ и прямоугольникЪ, стороны хотораго по порядку 
вдвое мепьше соотвфтетвепныхь сторонъ параллелограмма), но углы 
не равны, а потому самыя фигуры тоже пе подобны. Для иодо@я 
же треугольниковъ, какъ это видно изъ теорсмъ 138 и 139, вполн% 
достаточно либо соотв®тетвенпаго равенства угловъ одного угламъ 
другого, либо же пропорщональности веёхъ трехъ сторонъ одного 
треугольника сторовамъ другого: существовав!е одного изъ этихь 
уеловй злечеть за собою существованюе также и другого. Поэтому 
подобе треугольниковь нфкоторые авторы, пезависиыо отЪ нодобя 
вообще прямолинейныхь изоскихь фигуръ, опредфлають чакь: 
подобными называются треугольники, въ которыхь углы одного 
порознь равны угламъ другого. 

Замбчане 2-ое. Если дв; прямолинейвыя фигуры равим между 
собото то 01$ подобпы, потому что углы одной изь них въ эсомт, с3у- 
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чаё порознь равны угламь другой и ифи этомъ соотвфтетвенныя 
стороны равныхь фигуръ иропорщопальны, причемь знамепатель 
характеризующей ихъ проиорщи въ этомъ случа, очевидно, ра- 
зенъ едипидр. Поэтому совмфсчимость или равенство фигуръ 
можно разсматриваль, кажь чаетлый случай ихъ подобя. 

Теореми 140. Если двз стороны одного треугольника про- 
поршональты двумъ сторонамъ другого и углы, заключенные между 
этими сторонами, равны между собою, то треугольники подобны. 

Доназательство. Пусть (черт. 167) 

АВ: 0 = ВС: ЕЁ я цумь ДВ= ДЕ; 
требуется либо доказаль, что ДА == ХО, либо же, что 
АС: ОЕ = ВС: ЕЁ == АВ : РЕ. 

Предоставляя первое, въ качеств® упражлешя, учащемуся, доха- 
жемь справедливость иропорщи 


46: ОР= ВС: КГ = АВ: ОЕ. И г 
Для доказательства отложимъ отъ точки В т, р \ 
‚па сторону ВА прямую В@, равную сторон ей | 
ЕЮ, и изъ точки С проведемь прямую @Н р. } Шу \ 
параллельно сторонз АС. Получимъ про- у ВАУ АНИ 
порцию : 

АВ: @В = ВС: НВ -= АС: СН. р Е } 
Принявь во випмане данную намъ про- Я в 
порипо Черт. 167. 


АВ: ПЕ = ВС: ЕЕ 
ц сравнявь ея члены съ членами вервыхъ двухь отношенй полу- 
ченной нами пропорши, найдемъ, что такь какъ 
АВ = АВ. бВ = РЕ и ВС = ВС, 
10 и 
ПВ = ВЕ. 
А въ такомь случа® 
А бВН = АД ШЕЕ (теорема 51) и ОН = БЕ. 
Стало-быть (аксома 5), вставивъ въ данную пропоршю выВего 
прамыхь @В, НВ в СН равцыя вмъ стороны треугольника РЕГ, 
получимь что 
АВ: РЕ = ВС: ВЕ = АС: БЕ, 1. е. чю Л АВС Л БЕР. 
Что п требовалось доказаль. 

Слёдетве. Если катеты одного ирямоугольнаго треугольника 
пропорщюнальвы катетамь другого, 10 треугольники подобны. — 
Дйствятельно: углы. заключенные между катетами этих треугозь- 
наковь, равпы, какъ прямые. 

Теорема 141. Если стороны одного треугольника порозль 
параллельлы сторопамъ хрусого. о зреугольшики подобны. 
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Доказательство. Пусть (чертежа въ этомъ случа но тре- 
буетея) стороны одлого треугольника параллельны сторонамь дру- 
гого; требуется доказать, что треугольпики подобны. — Для дока- 
зательства этого прежде всего обозначимь буквою А одинь изъ 
угловъ одного треугольника и буквою а- уголь второго треуголь- 
ника, образованный прямыми, параллельными сторонамь угла А, 
далве-буквою В нфкоторый другой уголь перваго треугольника, 
буквою же’6— уголь второго треугольника, образованций прямыми, 
параллельными сторопамъ угла В, наконець, бухвою С — трей 
уготь перваго треугольника, буквою с—-трешй уголъ второго тре- 
угольника, образованный прямыми, парахлельными сторонамъ угла 
0. Далфе примемъ во внимаше, что 

ХА-ЕВ- ДС==34 (теорема 45), 
да-- ду- До= 4 (теорема 45) 

и что поэтому (акаюма 8) 
ДАВИ С Да ДЬ+ деж 4. 
Налишемь это послёднее равенство въ такомъ видб (акеома 2): 
(АНИ (ВНЕ, (6+д=4 
и, на осповани этого равенства, докажемт, теперь, что д. А = Да, 

а ДВ = 0. Для доказательства этого предположимь, что 


Ав 


тогда 
ХА да==94 (теорема 39). 
Въ такомъ случав 
ДВД аа ИС Де< 94, 
потому что въ противномъ елучав получилось бы, что сумма, боль- 
шая чЪыъ 44, равна 44, чего быть це можеть (ахоома 1). Но 
въ такомъ случав 
ИВ= Дон ДС = Дс (теорема 39). 
“Сл$довательно (слёдетве 5-06 теоремы 45) получимъ, что также“ 
А-а, 
чтд противорфчить сдзланпому нами предположенио, по которому. 


РАС да. 


Стало-быть, предиоложеше. будто 22 А не равенъ углу а, не- 
вфрно, а потому 
ово: 
Точно такимъ же образомь убфдимся, что В == $. Слало-быть,. 
А АВСоо Л абс (слдотые 1-е теоремы 138). 


сулит зоеаяяят, 
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Теорема 142. Если стороны одного треугольника порознь 
перпендикулярны къ сторонамъ другого, о треугольники подобны. 

Доказательство этой теоремы ведется совершено таюь же, 
хавъ доказательство предыдущей. Во внимане принимаются 1е0- 
ремы 45 и 42. 

Замфчане. Въ треугольникахь, которыхь стороны порознь 
параллельны или перпендикулярны другъ другу, параллельныя или 
перпендикулярных другъ другу стороны суть сходетвенныя стороны 
этихь подобныхь треугольниковъ, нбо оп противолежать равнымъ 
между собою угхамь ихъ. 

Теорежа 143. Если гипотенуза и катеть одного прямоуголь- 
наго треугольника пропорщональны гипотенузв и катету другого, 
то эти прямоугольные треугольники подобны. 

Доказательство. Пусть (черт. 168) треугольники АВС и ОЕЕ 
треугольники прямоугольные, у которыхь углы Л и БР прямые, и 
пусть ВС: ЕЕ = АВ: ОЕ; требуется доказать, что эти треуголь- 
ники подобны, — Для доказательства этого на стороиз ВА оть 
точки В отложимь прямую В@, равную сторонз ЕО, и изъ точки 
@ проведемъ прямую СН параллельно къ АС. Тогда 

ВС: НВ = АВ; @В (слвдетые теоремы 131). 
Сравнивь эту пропорцио почленно съ данною намь 
пропорщею 


< 


ВС: ЕР = АВ: РЕ, 
найдемъ, что НВ = ЕЁ; сл довалельно (тедрема 66) 


Л ВВН = Л ЕЕ, у 
а потому 
ИВ= Е. Но такь какъ ДА-ДО (10о- 
рема 30), то ая 
ЛАВС © { РЕЕР (теорема 138). Черт. 168, 


Что и требовалось доказать. 

Теорема 144. Если изъ вершины прямого угла прямоугозь- 
наго треугольника провести къ гипотенузВ перпендикулярь, то 
этозъ перпендикулярь раздВляеть данный треугольникь на два тре- 
утольника, которые порознь подобны другь другу и изъ которыхь 
хаждый подобенъ данному. 

Доказательство. Пусть (черт. 169) Л АВС есть треуголь- 
никъ прямоугольный, пусть ХВ ееть угозь прямой, & прямзя ВР 
перпендикулярна къ гипоченузв ЛС; требуется доказать, что 

ЛАВЬ © Л 0ВС, 
ЛАВЬ со Л АВС, 
ЛА СВЬ со Л ЕВС. 
Для доказалельства этого раземотримъ сначала Л) АВР и Л ОВС. 
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Въ этихь прямоугольныхь треугольникахь Дт == СС (теоре- 
ма 42); а потому 

ААВЬ © Л ЬВС (слёдетые 2 теоремы 138). 
Что и требовалось доказать. — РазсмотрЬвъ прямоугольные тре- 
угольники ЛВО и АВС, найдемъ, что у нихъ 


В острый А общ, стало-быть, 
бт. ЛАВО ©0 Л АВС (слёдсте 2 теоремы 138). 
Что и требовалось доказать. — Наконець, раз- 
а с смотрЪвь прямоугольные треугольники СВО 


и АВС, найдем, что у нихъ острый ДС 

Черт. 169. общай. Стало-быть, 

А СВО сс Л АВС (слёдетые 2 теоремы 138). 
Что и требовалось доказать. 

Сльдстве 1-ое. Перпендикуляръ, проведенный изъ вершины 
прямого угла въ гипотенузВ, есть средняя пропорщюнальная между 
проэкщями катетовъ на гипотенузу.—ДЪйствительно (черт. 169): 

ЛАВ © Л СВР, 
а въ подобныхь треугольникахь противъ равныхъь между собою 
угловь лежать пропорщональныя стороны; стало-быть: 
АР : ВО = ВО : ОС. 

С ’ Слёдетве 2-ое. Перпендикуляръ, про- 
веденный изъ какой-либо точки окружности 
къ маметру есть средняя пропорщюнальная 
между образованными имъ отрфзками да- 

Я В метра.—Дфйствительно (черт. 170): точка С 
есть вершина прямоугольнаго треугольника 
АВС (слЪдстве 2 теоремы 122), & отрЁзки д1а- 
метра АО и В суть проэкщи категовь АС 
Черт. 110. и СВ. А въ такомь случаВ (слфдетве 1-06) 
АР : СО = СО: В. 

Слёдств!е 3-е. Если изъ вершины прямого угла прямоуголь- 
наго треугольника провести къ гипотенузВ перпендикулярь, то 
каждый изъ катетовь есть средняя пропорщюнальная между гино- 
тенузою и проэкщею этого катета на гипотенузу.—ДЙствительно, 
(черт. 171) Л АВР со Л АВС, а въ подоб- 


В ныхь треугольнихахь противъ порознь рав- 
ныхь между собою угловъ лежать проиор- 
щональныя стороны; стало-быть: 

в АС: АВ = АВ: АО. 
мы Е Точно такъ же найдемъ, что 


Черт. 171. АС: ВС = ВС : СР. 
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Слдств!е 4-0е. Хорда есть средняя пропорщональная между 
'всВмь маметромъ, проведеннымь чрезь хо- 
‹шець хорды, и проэющею этой хорды на 
этоть маметръ. —ДЪйствительно (черт. 172), 
другой конець С хорды СВ есть вершина 
прямого угла прямоугольнаго треугольника 
АСВ, а хорда СВ есть калеть его. Стало- 
быть (слёдотые 2-0е), АВ: СВ ==0В : ОВ. 

Задача 34. Даны двЪ конечныя пря- 
мыя 4 и; требуется найти прямую, которая 
была бы средпею пропорщюнальною между Черт. 179. 
ними. 

Р5шене. Для рушешя этой задачи сложимь прямыя @ ив 
(черт. 173), половину этой суммы примемъ 


за рашусь окружности, а изъ общей точки —=_— 
отрзковъ аи возставимь иерпендикулярь $ 2 
2 до пересфчешя съ окружноетью. 

Полученная такимз образомз прямая & я 
есть искомая прямая (почему?). 

Замчане. Учащемуся предлагается р%- 4 $ 
шить ту же задачу на основанш слВд- Черт, 118. 


стыя 4-го теоремы 144. 
Теорема 145. Во всякомъ прамоугольномь треугольник» 
хвадратъ гипотенузы равепь сумыф хвадратовъ ого катетовъ. 
Доказательство. Пусть (выполнене чертежа предоставаяется 
учащемуся) /\ АВС прямоугольный треугольник, въ которомь 
ХС-==а4; требуется докаваль, что 
АВ* = АС* -- ВС». 
Для докаватольства этого опустимь изъ вершины прямого угла С 
на гипотенузу перпендикулярь СО и обозначимь проэкцию катета 
АС на гипотенузу буквою 2, а проэкцио катета ВС буквою у; тогда 
& + у= АВ. 
КромВ того, 
АВ: АС = АС: (влбдетые 8 теоремы 144), 
и 
АВ : ВС == ВС:у (слЁдотые 3 теоремы 144); 
найдя произведеше крайнихъ членовъ въ обфихь этихь пропорщихъ, 
ПОЖУЯАМ: АВ. 2 = АС? 
г АВ. у == ВС*, 
откуда (аксюма 8) 
АВ.2-- АВ. у=АС* -| ВС*; 
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взявъ АВ въ лвой части равенства общимъ множителемъ, получимъ: 
АВ. (# у) == АС? - ВС*, 
т, е. 
АВ. АВ == АС* -- ВС*, или АВ* == АС* -|- ВС*. 
Что и требовалоеь доказать. . 

Слёдствее 1-е. Квадратъ калета прямоугольнаго треугольника. 
равенъ разноети между квадратомь гипотенузы сго и квадратомъ 
другого катета. —ДЪЬйствительно: если буквою а обозначить гиноте- 
нузу, а буквами © и с‘катеты, то (теорема 145) 

а = -- с*, откуда 6 = — 6, в а" — 

СлЬдетв!е 2-0е. Квадрать стороны, противолежащей въ ка- 
комъ угодно треугольник острому углу его, равенъ сумм квад- 
ратовъ остальныхь двухъ сторонъ, уменьшенной на удвоенное про- 
изведеще, составленное изъ второй стороны его и проэкщи третьей 
стороны на вторую. —ДЪйетвительно: если (черт. 174) СА есть 
уголь острый, ВС-—противолежащая ему сторона, СО перпендя- 
куларъ ко второй сторон АВ, & АР —проэкщя третьей стороны: 
АС на вторую сторону АВ, то 

ВС* = РВ* -- СР* (теорема 145) 
я въ свою очередь 
СР* = АС? — АР? (сзВдетые 1-0е тео- 
ремы 145) откуда (акеюма 5) 
В0* = Р* -|- АС* — АР*. 


РВ=АВ — АР; 


Щелт. 175 
Черт. 174. Черт. 175. зпачить, 


РВ* —= {АВ — АР)* = АВ* -- АР* — ЗАВ. АР. 
Тогда (акфома 5) 
ВС* = АВ* -- АР* -|- АС* — ЗАВ. АР — АР”, 


откуда 
ВС? = АВ? -- А0* — ЗАВ. АР. 

Замфчане. Доказательство остается то же, еели одинф изъ 
утловъ, напр., С В тупой или прямой. Убфдиться въ этомъ пре- 
доставляется учащемуся. 

Слдетв!е 3-0е. Квадратъ стороны, протаволежащей тупому 
углу въ треугольниюв, равень сумы квадратовь прочихъ двухъ 
сторонъ, увеличенной на удвоенное произведеше, составленное изъ 
второй стороны его и проэкщи тротьей на вторую. — ЛЗйетви- 
тельно (черт. 175): если С Е есть уголь тупой, сторона ОЕ про- 


тиволежить сому, а КФ 1 РЕ, прямая Е© есть проэкщя третьей 
‘стороны ЕЁ на вторую сторону РЕ, то 
РЕ? =10*-- 20° (теорема 145) 
‚и въ св0ю очередь 
ГО" = ЕЕ* — Е0* (елбдетье 1-ое теоремы 145), 
откуда (акоюма 5) 
ОЕ? = 00* -|- ЕЕ" — Е0*. 


104 = ОЕ -+ 10; 
19: = ОЕ’ + 206. 59 - Е@*, 


Тогда (акс1ома 5) 
ОР" = 0Е* -- 208. Е 4 -- Е0* + ЕЕ* — Е0*, 


Но 


значить, 


‘откуда 
ОЕ? — 0Е* -|- ЕЕ? -| 208. Е 0. 

Теорема 146 (обратная чеоремф 145). Если квадратъ кахой- 
ибо одной изь сторонъ треугольника равенъ сумы квадратовъ 
„двухь другихь сторонъ, то это--треугольникъ прамоугольный. 

Теорема 147 (обратная слЬдствио 2-му теоремы 145). Если 
хвадрать любой изъ сторонъ треугольника менфо суммы квадра- 
товъ остальныхь двухь, то это-треугольникъ остроугольный. 

Теорема 148 (обратная слёдетвно 3-му теоремы 145). Если 
квадрать какой-либо одной изъ сторонъ треугольника болёе суммы 
квадратовь остальныхь двух сторонъ, 10 это— треугольник тупо- 
угольный. 

Доказательство этихь теоремъ ведется оть противоположнаго 
и предоставаяется учащемуся. 

Теорема 149. Если два многоугольника подобны, то пери- 
метры ихъ относится между собою какъ сходственныя стороны 
этихЪ многоугольников. 

Доказательство. Пусть (чорт. 176) многоугольникь АВСОЕ 
подобень многоугольнику 4664; пусть при этом ХА == Да, 
ДВ= 0 ит. д., и пусть АВ и аб, ВС и 6, СР и 4 ит. д. 
суть сходственныя стороны; требуется доказать, что периметръ 
перваго многоугольника относится къ периметру второго, какъ АВ 
‘относится къ @6.—Лля доказательства этого 
хоставимь сябдуюця пропорщи: 

АВ : 46 = АВ : 6 (акеюма 1) х бай 


ВС : 22 == АВ : 4 
СР : 4 = АВ : 4 : 7. 
ОЕ: & — АВ: 05 [19 Убя0ВНО р с 
а Черт. 176. 
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Такъ. какъ знаменатель отноше вофхь этихъ пропорщ одинъ. 
и тотъ же, то ихъ можно почленно сложить, и тогда, обозначивъ- 
периметръ, т. е. сумму воёхъ сторонъ перваго многоугольника— 
буквою Р, а периметръ второго— буквою р, получимъ: 

Р:р==54АВ : 506, или Р:р==АВ: 46. 
Стало-быть, периметры двухъ подобныхь мпогоугольниковъ отно- 
сятся между собою, какъ сходственныя ихъ стороны. Что и трс- 
бовалоеь доказать. 

Слфдетве. Периметры двухъ подобныхь треугольниковъ отно- 
сятея между собою какъ сходственныя ихъ стороны. — ДЪйстви-- 
тельно: въ подобныхь треугольникахъ 

Р:р = ЗАВ : 346 = АВ : ад. 

Теорема 150. Если два многоугольника подобны, если изь 
вершин» сходственно равныхь между собою угловъ этихь много- 
угольниковъ провести ихъ даговали, то Магонали каждаго много- 
угольника раздфаяють его на треугольники, порознь подобные тре- 
угольникамъ другого многоугольника. 

Доказательство. Пусть (черт. 177) многоугольники АВСОЕ 
и асе подобны, пусть ДА = Ка ИВ = Фит. д. и пусть 
АВ..: 96 = ВС : 5 = С : ‹4 = ит. д.; пусть, ваконець, изъ 
вершины А проведены всв даговали перваго многоугольника, & 
изъ вершины а— всв магонами второго; требуется доказать, что 
составленные такимъ образомъ треугольшики одного многоугольника 
порознь подобны треугольникамъ другого. — Для доказательства, 
этого примемъ во внимав!е, что число маговалей обовхъ много- 
угольниковь одно и то же (почему?); стало-быть, чиело образован- 
ныхъ ими треугольниковъ будетъ въ обоихъ фигурах одиваково; 
но по условно 

в С.В = ь 
а а стороны АВ к ВС троугольнска АВС, обра- 
Е с зующя (В, пропорщональны сторонамь а 
ъ ис треугольника фас, образующимьъ равный 
р ему 25; стало-быть (теорема 140) 
Е А АВССо /\ абс. 
С Обратимся теперь къ треугольникамь АСО и’ 
— ас4. Изъ подобфя треугольниковь АВС и абс 
слфдуеть, что 

АС : ас == СВ : (6; но по условно 

СВ: @ == СР: 0& 
слВдовательно (аке1ома 6) 

АС : ас = СО : 4; 
но СС треугольника АВС равенъ углу с треугольника, абс, етало- 


Черт. 177. 


быть, и ХС треугольника АС равент углу с треугольника ас4, 
такъ какъ эти поелБдые углы представляютъ собою разность рав- 
ныхь между собою величинъ. Слдовательино (теорема 140) 
А АСЬ © Л ам. 

Такимь же точпо образомъ доказывается иодоб1е остальныхь тре- 
угольниковъ. Стало-быть: если два многоугольника подобны и если 
изъ вершин сходственно-равныхъ между собою угловъ этихъ много- 
угольниковъ проведемъ жагонали, то Магоначи одного многоуголь- 
ника раздВляють его на треугольники, порознь подобные треуголь- 
никамь второго многоугольника. Что и требовалось доказать. 

Замфчане. Треугольники, раземотрЪнные выше, не только 
порознь подобны, но и я0добнымё образом расположены, т. е., счи- 
тая въ одномъ и томъ же ваправлени, первый треугольникъ пер- 
ваго многоугольника подобень первому же треугольнику второго 
многоугольника, второй треугольникъ перваго подобенъ второму же 
второго, трезй перваго—третьему второго и т. д. и, ром того, 
въ соотвЪтственно подобныхь другъ другу треугольникахъ соогв}т- 
ственные элемепты одинаковымь образомь расположены. 

Теорема 151 (обратная теорем$ 150). Если дагонали одного 
многоугольника, проведенвыя изъ какой-либо вершины его, разд»- 
ляютъ его на треугольники, которые порознь подобны треуголь- 
никамъ, образованнымъ такимъ же образомъ въ другомъ многоуголь- 
ник, и если при этомъ соотвфтственные треугольники обоихъ 
многоугольниковъ подобнымъ образомъь расположены, то данные 
многоугольники подобны. 

Доказательство. Пусть (учащемуся предлагается самому вы- 
полнить чертежь, притомъ савдующимь образомъ: сначала начер- 
тить /\ АВС, & потомь—ему подобный /\ 456, зат®мъ къ сто- 
ронв АС пристроить /\ АС, а къ а — /\ 464, ит. д.) 
А АВС 00 а, Л АСЬ © Л аа, Л АШЕ © Л аи 
т. д. и пусть они подобнымь образомъ расположены; требуется 
доказать, что 

мн. АВСОЕ 00 мн. афе4е. 

Для доказательства этого примемъ во внимаве, что веБ углы, 
сумма которыхъ равна углу А, порознь равны частамъ угла 4; 
стало-быть, въ этихь многоугольнакахь Д А = Да; точно также 
С В= 1, (С= сит. д. Кром того, 

АВ: 44 = ВС : 6 = АС : ас; 
о 

АС : ас == СР : с4 == АЪ : ай; 
зъ свою очередь 

АР : 4 =ОЕ : 4 = АЕ : ае; 
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наконець, 

ДЕ : ве = ЕЁ : = АР : а/. 
Слёдовательно (акоома 6) вс эти откошешя равны между со- 
бою, & отобравь нужныя намъ отношен!я, получимъ: 

АВ: 9 = ВС: № = ©) : с4 = 0Е ; @ = ЕЁ : е/ = АЕ : ай. 
Стало-быть, углы одного многоугольника порознь равны угламъ 
другого и сходственныя ихъ стороны пропорщюнальны, т. е. мно- 
тоугольники подобны. Что и требовалось доказаль. 


$1. 0 вряеанныхь и описанныиь фитурахь и правильных 
МНОРОУГОЛЬНИКЯХЬ. 


Опредфленя. Многоугольникь называется относительно 
даннаго круга списаннымг, если вс стороны его представаяють 
собою хорды этого круга; многоугольникъ называется относительно 
даннаго круга описаннымв, если всЪ стороны его суть касатель- 
ныя къ окружности этого круга. Кругъ и окружность называется 
относительно многоугольника описанными, если многоугольникъ по 
отношеню къ кругу есть многоугольикь описанный; кругъ и 
окружность называются по отношению къ данному многоугольнику 
описанными, если многоугольникь вписанъ въ данный кругъ 
Когда требуется данную фигуру (многоугольникь или окружность) 
сдЪлать виисанною, то говорятъ, что вокрув или около этой фя- 
туры требуется описать такую-то фигуру; когда требуется данную 
фигуру (многоугольникь или окружность) сдфлать описанною, то 
говорлть, что въ нее требуется вписать такую-то фигуру. 

Теорема 153. Около веякаго треугольника можно описать 
окружность. 

Доказательство. Пусть (чертежа въ этомъ елучаВ не тре- 
буетея) дань /\ АВС; требуется доказать, что черезъ вершины 
его можно провести окружность.—Для доказательства этого при- 
мемъ во внимаше, что вершины всякаго треугольника не лежать 
на одной прямой. А чрезъ три точки, ке лежашйя на одной пря- 
мой можно провести окружноеть, я притомъ только одну окруж- 
ность (лемма 5-ая, стр. 68). Стало-быть, чрезъ вершины треуголь- 
ника АВС можно провести окружность, т. е. около него можно 
вписать окружность. Что и требовалось доказать 

Слфдетие. Перпендикуляры, возставленные изъ срединъ сто- 
ронъ треугольника къ этимъ сторонамъ, пересзкаются въ одной 
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точк$, а имено въ центр описанной около даннаго треугольника 
окружности.—Дйствительно: если-бы перпендикуляръ, проведен- 
ный изь средины третьей стороны не прошель черезь точку О 
пересвченя перпендикуляровъ, проведенныхь изъ срединъ осталь- 
ныхь двухъ сторонъ, то онъ ихь пересВкъ-бы еще въ двухъ точ- 
кахь (слВдетые 2-ое теоремы 1) и такямъ образомъ у окружности 
должно было бы три не совиадающихъ одинъ съ другимъ центра, 
чего быть не можетъ. 


Замфчаше. Для того чтобы сдвлаль данный треугольникъ фи- 
гурою вписанною или, говоря ипаче, для того чтобы около тре- 
угольника описать окружность, достаточно (лемма 5) изъ сре- 
дины какой-либо стороны провести периендикуляръ въ этой сто- 
ронф, изъ средины другой стороны провести перлендикуляръ къ 
этой послЬдней, точку пересфчешя перпендикуляровъ принять за 
центръ, а прямую, соединающую эту точку съ одною изъ вершинъ 
—за радусъ окружности, которая и будетъ описанною относительно 
даннаго треугольника. 


Ленина 13. Биссектриса угла, лежащахго вь данной плос- 
кости, есть геометрическое мвсто везхъ тфхь точекъ этой плос- 
кости, изъ которыхъ каждая равно удалена отъ обфихь сторонъ 
угла. 

Доказательство. Цусть въ плоскости чертежа 178 данъ уголь 
АВС и пусть прямая ВО — биссектриса его; требуется доказать: 
1) что всякая точка биссектрисы ВПГ этого угла находится на 
одинаковомъ разстояшш отъ сторонъ 
ВА и ВС угла АВС, и 2) что всякая 
точка той же плоскости, не лежащая 
на этой биссектрись, не равно-отда- 
лена оть сторонь ВА и ВС угла 
АВС. — Для доказательства этого 
возьмемь произвольную точку Е на 
прямой ВО, и двф точки Е и С виё 
ея и ея продолжен. Опустимъ изъ 
точки Е перпепдикулары ЕН и Е) 
на стороны ВА и ВС; получимь прямоугольные треугольники 
ВНЕ и ВЛЬ, которые равны между собою (слфдстые 3 теоремы 52), 
и въ нихь ЕН == ЕГ. Такимъ образомъ первая половина теоремы 
доказапа.—Далве опустимъ изъ точекъ К пернепдикуляры ЕГи 
ЕК на прамыл ВА и ВС; пусть точкою пересфчешя прямой ЕК. 
и ВО будеть точка Г; требуотся доказаль, что 

ЕК > Е. 


[2 
Черт. 178. 
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Для доказательства этого изъ точки Г. опустимъ перпендикулярь 
М на ВА и соединимъ точку Е съ точкою М. Тогда 
ТМ --ТЕ>ЕМ (теорема 44); 

но по доказанному .М==ЬК; стало быть (акс1ома 5) 0К -- ШГ >ЕМ, 
или (акоома 5) ГК>ЕМ; но ЕМ>ЕТ, стало-быть, ГК > №1. 
Остается еще доказать, что 90 > @М№. Для доказательства этого 
слфдуеть принять во внимаше слфдете 1-0е теоремы 60-ой. 
Это предоставляется учащемуся. —Такимъ образомъ можно до- 
казать: 1) что всякая точка на биссектрись и ея продолженш 
находится‘ на равномъ разстоянин оть сторонь угла, и 2) что- 
зсякая точка, не лежащая ва биссектрисВ и ея продолжени не 
равно отдалена отъ сторонъ угла, гдф бы эта точка ни лежала— 
внутри или вн угла. Стало-быть, бисеектриса угла вмЪетЪ со 
своимъ продолженемъ въ противоположную сторону есть геоме- 
трическое м%сто всзхь тЬхь точекъ, изъ которыхъ каждая пахо- 
дитея на одиваковомъ разстоящи отъ сторонъ угла. Что и требо- 
валось доказать 


Теорема 153. Во веяый треугольникъ можно виисаль 
окружность, и притомь только одну. 


‘ Доказательство. Пусть (черт. 179) данъ /\ АВС; требуется 
доказать, что въ него можно вписать окружность и притомъ только 
одну.—Для доказательства этого примемъ во внимане, что если 
возможно въ данный треугольникъ виисать 
окружность, то центръ ея долженъ находитьея 
оть сторонъ треугольника на равномъ раз- 
стояни. Но биссектриса угла А есть геоме- 
хрическое место возхъ безъ исключешя точекъ, 
находящихся оть сторонъ АВ и АС на рав- 
вомъ разстонвйн; слдовательно, если въ тре- 
угольникь АВС возможно вписать окружность, 
то центрь ея должен лежать на биссектрисв 
угла А. 'ГЪ же разсуждешя можно повторить 
относительно биссектрисы любого изъ остальныхъ двухъ угловъ тре- 
`угольника, напр., относительно биссектрисы угла В. Стало-быть, есле 
окружность, вписанная въ данный треугольникь, сущеетвуеть, то 
‹центрь ея долженъ лежать въ точкз пересфченя (постулать Евклида. 
и сл6детве 3-е теоремы 1) биссектрись угловъ А и В. Опустимъ 
изъ точки пересзченя О биссектрисъ двухъ угловъ А и В периен- 
дикулары ОР, ОФ и ОВ на стороны треугольника. Эти пернен- 
дикулары равны между собою. ДЬйствительно: ОР = 04) (лемма 13). 
Точно такъ же ОР = ОВ (лемма 13). А потому ОР = 00 = 08. 


Черг. 179. 


Принявъ точку О за центръ, а прямую ОР за ражусъ, прове- 
демь окружность, которая пройдетъ чрезъ точки Р, (и В, при- 
чемь прямыя АВ, ВС н АС будуть касахельными къ этой окруж- 
ности (теорема 77). Но бисеектриеы угловь А и В могутъ ис- 
реефчься только въ одной точкВ (слвдстые 3-е теоремы 1). 
Стало-быть, во вся треугольникь можно вписать окружность, и 
притомъ только одну. Что и требовалось доказать. 

Слфдетв!е. Вс три биссектрисы угловь треугольника пере- 
сБкаются въ одной точкВ. — Дфйствительно: если-бы биесектриса 
СТ, угла С даннаго треугольника АВС перескла прочйя двЪ бис- 
сектрисы не въ точеВ О, то она перее®кла-бы ихъ въ двухь раз- 
личныхь точкахь и такимъ образомъ у одной и той же окруж- 
ности оказалось-бы три несовиадающихъ одинЪ съ другимъ центра, 
чего быть не можеть. 

Замфчане. При дохазательствВ теоремы 153 мы пользова- 
лись методою зеометрическихе мъств, одною изъ могуществен- 
нфйшихь методъ Геометрия въ ел современномъ состоянш. Тою же 
методою мы пользовались при доказательствв теоремы 152. Она 
оказываеть иногда величайшя услуги также при рёшон!и задачь. 

Теорема 154. Если данный четыреугольникь есть четыре- 
угольникь вписавный, то произведене его Маговалей равно сумм% 
произведенй противолежащихь его сторонъ. 

Доказательство. Пусть (черт. 180) четыреугольникь АВСВ 
есть четыреугольвиеъ вписанный; требуется доказать, что 

ВО. АС=АВ. СР -|- АБ. ВС. 


\ / 


Ц 


\ “А / 
хх“ 

9» 
Черт. 180. 


Дия доказательства этого построимъ на АО уголь АЛЕ, равный 
углу ВСО; хогда получимъ, что /\ АРЕ 00 Л ВЬС (теорема 138), 
и въ вихь ВО: АО = ВС: АЕ, откуда получимъ равенство 

[1 ВО.АЕ = АО. ВС. 

БромЪ того, мы раземотримь треугольники АРВ и ЕРС. Уголь В 
перваго изъ нихь фравень углу С второго, а уголь О перваго 


140 ИЛАНИМЕТРАЯ, 


изъ пихь равенъ углу Ш второго, потому что каждый изъ этихъ 
двухь посяфднихь угловь составленъ изъ одинаковыхь частей. 
Стало-быть /\) АБВ ©0 /\ ЕОС (теорема 138), и въ пихъ 
В0:0С = АВ: ЕС, 

откуда получимъ равенство: 
(п) ВО.ЕС = С. АВ. 
Сложивъ почленно равенства (Т) и (П), получимъ: 

ВО. АЕ -- ВО. ЕС = АО. ВС -- 0С.АВ 
или 

ВР . (АЕ -- ЕС) = АР. ВС -- ОС. АВ, 
т, е. 
ВО.АС =С.АВ-{ А. ВС 

Что и требовалось доказать. 

Замфбчане. Эта теорема извЪстна въ наук® подъ назвашемъ 
Итоломеевой ‘теоремы, по имени славнаго греческаго геомотра 
Птоломея, жившаго во П-мъ столётм по Р. Хр. 

’’ Лемма 14. Если изъ точки, взятой въ плоскости круга 
во вн его, провести обф касательныя къ его окружности, то 
отрёзки ихъ, заключенные между этою точкою и точками каса- 
ня,’ равны‘ между собою. 

Доказательство иродоставляется учащемуся. 

Теорема 155. Если данный четыреугольникь ость четыре- 
угольникъ описанный, то сумма двухъ противолежащихь его сто- 
рошь равна сумм остальныхъ двухъ сторонъ. 

Доказательство. Пусть (черт. 181) чотыреугольникь АВСР 
есть четыреугольникь описанный, пусть точки Е, Г, @, Н точки 

касан!я; требуется доказать, чго 
ве ВС + Ар = С +- АВ. 
Дая одоказатольства этого выпишемъ рядъ 


ы с. равенствъ (лемма 13): 
В = ЕВ, 
СЕ = СС, 
п 7 ОН = 06, 
4 п НА = АЕ. 
у Сложивъ почлешио эти равенства и соеди- 
Черт, 181: нивъ слагаемыя приличнымь образомъ. но- 
учим: 


(ЕВ -- СЕ) + (ФН -- НА) = (ЕВ -- АЕ) + 6 + 60) 
или 
ВС -- АО = СР -+ АВ. 
Что и требовалось доказать. 
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Замфчане. Учащемуся предоставляется въ качеств весьма 
полезнаго упражневя, изсявдоваль—справедливо ли предложеше, 
обратное теорем 155. 

Теорема 156. Если раздёлить окружность на нзекольно 
фавныхъ между частей и соединить послвровательно точки двле- 
я прямыми, то получится многоугольнвкъ, въ которомъ сторовы 
равны между собою, а также и углы между собою равны. 

Доказательство. Пусть (черт. 182) 

— АВ = ВС == (0 = Е == — ИИ —= — ВА; 
требуется доказать, что въ многоугольникВ, полученпомь отъ 
поелвдовательнаго соедипен!я точекъ двлешя А, В, С, 0, ЕиЕ 
прямыми лишями, вс стороны равны между в Е 
собою, & также и вс углы между собою 
равны.— Для доказательства этого примемъ / 
во внимаге, что такъ какъ равнымъ дугамъ 

( 


въ одной в той же окружности соотвфт- 
ствуютъ фравныя хорды (теорема 107), то 
веё хорды: АВ, ВС, СО, и т. д. равны 
между собою; слВдовательно стороны позу- В с 
ченнаго нами многоугольника равны между 
собою. Что касается угловъ, то каждый 
изъ нихь измфряется половиною дуги, на которую онъ опирается 
(теорема 122), а дуги, на которыя онирается каждый изъ этихь 
угловъ, равны между собою (почему?). Стало-быть, не только сто- 
роны, но и углы полученпаго нами многоугольника равны между 
собою. Что и требовалось доказаль. 

Опредв лен я. Многоугольшикъ, въ которомъ веВ сгоропы 
равны между собою, а углы тоже между собою раввы, назы- 
зается правильныме мноюуюльнииомз. Въ чиелу правильныхъ мно- 
тоугольниковъ принадлежать также: равностороный треугольникъ 
и квадралъ; равносторонвй треугольникъ—это правильный много- 
Угольшикъ, о трехъ, а квадратъ — правильный многоугольникъ о 
четырехъ сторонахъ. 

Замфчанше 1-ве. Теорема 156 доказываеть существоваве 
правильныхь многоугольниковъ. 

Замфчане 2-0е. Раздфлеше всей окружности па произволь- 
вое число равныхъ между собою частой нами допускается какъ 
ифчто вполнз возможное (ср. допущеше относительно угловъ, 
стр. 17). Но выполневе этого двлея на самомъ дФяБ при- 
надчежить къ числу задаяъ, рВшеше которыхь требуеть помощи 
Тригонометри и Высшаго Анализа и не веегда возможно съ 
помощью прямой и окружное. Ниже мы ознакомимея съ 
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чисто геометрическими пр1емами раздфлен!я окружности на 3, 4, 
5, би 10 равныхъ между собою частей. 

Замфчане 3-е. Такъ какъь сумма угловь многоугольника, 
число сторонъ котораго равно #, равияется 24. (л—2), то каж- 
дый изъ угловъ правильнаго п-угольника равняется 

24. (п — 2) 
ит 
откуда. вытекаеть, что если #> 4, то каждый изъ угловъ пра- 
вильнаго многоугольника ссть уголь тупой. 

„Лемма 15. Если данный многоугольникь ость многоуголь- 
никъ правильный, то биссектрисы угловъ, прилежащихъ къ одной 
и той же сторон его, пересВкаются, притомъ непремВнно внутри 
многоугольника. 

Доказательство. Пусть (черт. 183) многоугольникь АВОРЕГ ОН. 
есть многоугольникъ правильный; пусть изъ вершинъ А и В проведены 
биссектрисы угловь А и В; требуется доказать, что эти биссек- 
трисы пересфкутся внутри многоугольника.—Для доказательства 
этого примемъ во вниман!е, что онф персефкутся на основаши 
постулата Евклида; далве предиоложимь, что онф пересёкутся 
въ точкЪ Х на какой-либо сторонф, напр., на сторон ОЕ 
многоугольника АВСРЕЕСН... Соедввимь точку Х съ точкою С. 

Такъ какъ по условю ВХ 
|: дфлить уголь В пополамь, то 
К ®= 2.9; поэтому 

ЛАВХ = Л СВХ (хеоре- 
2 ма 51); слёдовательно 
дате 9 


2 
„А въ такомъ случа 
Е 4= 0+, 
и Л ВСХ = Л ОСХ (тео- 
рема 51); сл5довательно 
В.о 


Из др == 


2 2 


; 7 А въ такомъ случав 
р И Из=хь 


В. 
Чт, \ (ОХ = ДЕРХ (аеоре- 
ма 51); слБдовательно 


Ди=и == Е (авс1ома 6). 
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А въ такомъь случа ди= До, и Л ОЕХ = Л ЕЕХ (тео- 
рема 51); елбдовательно 


или 
р о ь ы 1 р 
е_ = ДЕ (аксома 5) пли, наконець, = = ДО (акс1ома 5), 


чего быть не можеть. Стало-быть, точка пересёченя биссектрисъ 
угловъ А и В не можеть лежать на на одной изъ сторонъ правиль- 
паго многоугольника. ‘Точно 
таль же можно доказать, что она 
не можеть лежаль ни въ одной 
изъ вершинъ мпогоугольни- 
ка.—Для того же, чтобы до- 
казать, что она не можетъ ле- 
жать внЪ многоугольника, пред- 
положимь (черт. 184), что 
прямыя АУ и ВУ суть равно- 
„ДВляшИя угловъ А и В и 910 
точка ихь пересёчешя У зе- 
жить внВ многоугольника. Сое- 
дипамъ точку У съ вершиною С 
и разсуждешями, совершенно 
подобными прежнимъ, придемъ 
къ выводу, что въ этомъ (правда, вростВйшемъ) случа 
РА 
2 
кимъ же образомъ докажемь, что во всякомъ случаЪ точка пере- 
свчеши биссектрись угловъ, прилежмцихь къ сторонз правиль- 
наго многоугольника, не можеть находиться пи па обводё много- 
угольниха, пи в=Ъ его. Стало-быть, биссектрисы двухь прилежа- 
Щихъ къ одной стороп8 угловь правильнаго многоугольника пере- 
-свкаются внутри его. Что и требовалось доказать. 

Теорема 157. Если данный многоугольникь есть многоу- 
гольникъ правильный, то около него можно описать окружность. 

Доказательство. Пусть (черт. 185) данный многоусольникъ 
АВСРЕ есть миогоугольникь правильный, т. е. пусть въ немъ 
всф стороны равны между собою, а также и углы между собою 
равны; требуется доказать, что можно провести такую окруж- 
ность, которая пройдоть чрезь всё вершины этого миогоуголь- 
вика.—Для доказательства этого раздВлимъ два, приложащихь къ 
одной и той-же сторонЪ, угла А и В даннаго многоугольника по- 
поламъ. Эти биссектрисы пересфкутся внутри многоугольника 
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— (4, который больше угла С, чего быть не можеть. Та- 
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(лемма 15). Пусть точка ихъ пересфчешя будеть точка О. Сое- 
динивъ точку О сь точками С, Ри Е, получимь треугольники 
В0С, (00, РОВ, ЕОЛ. Разсмотримъ прежде всего /\ АОВ. 
Въ этомь треугольник» 


Ипв= -А 
Р 
ре = 
откуда (аксома 11) 
Ив=иь, 


а потому (теорема 59) ОА == ОВ. Теперь 
раземотримъ треугольники АОВ и СОР. 
УбЪдимея, что 


Че 19. Л А0В = А ВОС (теорема 51), и въ 
нихь АО —= ОС; стахо-быть, имфемь 
ОА = ОВ =0С, 


т. е. если принять точку О за цептръ, а прямую ОА за ражуеъ 
ифкоторой окружности, то эта послдняя пройдетъ чрозь точки 
А, Вия 0. Далбе разсмотримъ треугольники ВОС и СОФ. Изь 
равенства треугольниковь АОВ п ВОС мы ныфемъ, что 


Иу= Ив; 


РА = ре (акеома 5). 


во 


дв = - 
слдовательно {акс1ома 5) 
Дн = ло Дт-- Дз= 0, (акеюма 2) 


елфдовательно (аксома 5) 
а и Ду=дз (кома 5). А в5 такомь случа 
А ВОС == Л С0Р (теорема 51), и въ нихь ОВ == 00. Отало- 
быть имфемъ, что АО == ОВ = ОС == ОР, т. е. что окружность, 
проходящая чрезъ точки А, В и С, проходить также чрезъ точку 0. 
Т®мъ же промомъ докажемь, что 
ОЕ =0С ит. д. 

т. е. докажемь, что существуеть охружность, хоторая проходить 
чрезь всф вершины многоугольника АВСОЕ. Стало-быть, окохо 
всякаго правильнаго многоугольника можно описаль окружность. 
Что и требовалось доказать. 

Теорема 158. Во всявй правильный многоугольник можно 
вписать окружность. 
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Доказательство. Пусть (черг. 186) многоугольникь АВСОЕ— 
правильный; требуется доказать, что можно провести такую окруж- 
ность, которая будет касательною ко вемъ сторонамъ мно- 
гоугольника.—Для доказательства этого проведемъь биссектрисы 
двухъ угловъ А и В, прилежащихь къ одной сторонв и соеди- 
пимь точку ихъ пересзчешя, лежащую внутри многоугольника 
({лемма 15), съ остальными вершинами. ВсЪ треугольники, при 
этомъ образованные, равны между собою, (см. теорему 157), т. е. 

ЛАОВ= Л ВОС= Л с0р= АРОЕ = ЛЕОА 
Опустивъ изъ общей вершаны © этихь 
треугольниковь перпендикуляры ОГ, Об, 
ОН, ОГ и ОК на стороны этихь тре- 
угольнаковъ, получимъ прямоугольные тре 
угольники, которые всё равны между со- 
бою (почему?), и въ нихъ противъ равныхь 
острыхь угловъ, прилежащихь къ сторо- 
вамъ многоугольника, чежаль равныя пря- 
мыя ОЕ, Об, ОН, ОГ и ОК. Стало-быть, 
если принять точку О за центрь, а одинъ 
изъ перпендикуляровъ, опущенныхь изъ точки © на сторопы много- 
утольника, напр., перпендикуларъь ОЕ, за ращусъ окружности, то 
мы нолучимъ окружность, которая должна пройти черезъ точки Г, 
б, Н, Ги К и которая будетъ васалельною къ сторонамъ даннаго 
правнльнаго многоугольника (теорема 81), т.е. будеть шо отноше- 
ню къ нему окружностыо вписанною. Стало-быть, во всяый 
правильный многоугольникь можно виисаль окружность. Что и тре- 
бовалоеь доказаль. 


Слбдетв!е. Центры круговъ, вцисаннаго и описаннаго отно- 
сительно даннаго правильнаго многоугольника, совиадаютъ. — Дй- 
ствительно: какь тоть, тажь и другой центрь совпадають еъ точ- 
хою пересвчен1я биссектрись двухъ угловъ, прилежащихь къ од- 
ной сторонз многоугольника. А такая точка пересвченя суще- 
ствуетъ только одпа (елфдетые 2-ое теоремы 1). 

Замфчане. Такь какъ центры круговъ, онисаннаго около 
даннаго иразильнаго многоугольника и впиеаннаго въ него, сов- 
падаютъ, то для нахожденя центра этихъ круговь можно: либо 
найти пересфчене биссектрись двухь угловь, прилежащихь къ 
одной изъ сторонъ многоугольника, либо найти пересзчев!е двухъ 
перлендикуляровъ, возставленныхь къ двумъ смежнымь сторонамъ 
даннаго многоугольника изъ срединъ ихъ, либо же, наконедъ, 
найти пересзчеше равнодъяящей одного изъ угловъ многоуголь- 
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ника съ перпендигуляромъ, возставленнымъ къ одной изъ сторонъ 
этого угла изъ середины ея. 

Опредфлешя. Ражусь круга, ‘описаннаго окозо` правиль- 
наго многоугольника, называется радё/соме мноюуюльника, а ра- 
мусъ круга, вписаннаго въ празильный многоугольникт, называетея 
атовемою мноюуюльника. 

Теорема 159. Если въ данномъ вписанпомъ въ круг мно- 
гоугольникв вс стороны равны между собою, то и углы его 
равны между собою, т. е. данный многоугольникъ есть много- 
угольникъ правильный. 

Доказательство. Пусть (выполневе чертежа предоставляется 
учащемуся) въ данпомъь вписанномъ многоугольникв всё стороны 
АВ, ВС, СЪ, РЕ, ЕА равны между ©0бою; требуется доказать, что 
это многоугольникъ правильный, т. е. что и углы его тоже между 
собою равны.—Для доказательства этого примемъ во внимаше, что 

— АВ = ВС = < СО == ит. д. (теорема 106), 

А въ такомъ случа (теорема 156) дапцый многоугольникь есль 
многоугольникь правильный. Что и требовалось доказать. 

Теорема 160. Если въ данномъ описанномъ около круга 
многоугольникВ углы равны между собою, то и стороны его между 
60бою равны, т. е. данный многоугольникь есть многоугольникъ 
правильный. 

Доказательство. Пусть (выполнеше чертежа предоставляетея 
учащемуся) мпогоугольникьъ АВСОЕ есть многоугольникъ опи- 
санный, а точки Е, 6, Н, 1 и К-—точки касавя сторонъ этого 
многоугольника съ окружностью и пусть углы А, В, С, Ри Е 
равны между собою; требуется доказать, что также и стороны АВ, 
ВС, СО, РЕ и ЕА равны между собою, т. е. что данный много- 
угольникъ есть многоугольникъ празильный.—Для доказательства 
этого соединимь центръ окружности О еъ вершинами многоуголь- 
ника съ точками А, В, С, ри Е. Такъ какь по условю 

ДАИВ=Иб=ИО= ДЕ, 

то треугольники АОВ, ВОС, СОЛ и т. д. треугольники равно- 
бедренные (теоремы 130 и 59), въ которыхъ 

АО = ВО == 60 =10 = 0. 
Но, углы при основашяхь этихь треугольниковъ всф равны между 
с0бою; стало-быть, и углы при общей вершин® ихъ тоже между 
собою равны (слфдетые 5 теоремы 45). А въ такомъ случа и 
вс треугольники АОВ, ВОС и т. д. равны между собою (теоре- 
ма 51), и основая ихъ также равны между собою, т. в. 

АВ = ВС —= СР = РЕ = КА; 
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стало-быть, многоугольникь АВСЛЕ есть многоугольникъ правиль- 
ный. Что и требовалось доказаль. 

Замфчане. Обращаемъ особенное внимаше учащагося на 10, 
что равноугольный вписанный и равносторони! описапный много- 
угольники не всегда многоугольники правильные, въ то время какъ 
равноетороннй вписанный и равноугольный описанный всегда пред- 
-ставляють собою правильные многоугольники. Примфры: вписанный 
въ кругъ прамоугольникъ и описанный ромбъ. 

ОпредБлеше. Правильные многоугольники одного и того же 
числа сторонъ наз. одноименными правильными многоугольниками. 

Теорема 161. Одноименные правильные многоугольники по- 
„добны другъ другу. 

Доказательство. Пусть два правильныхь многоугольника им*- 
ютъ одинаковое число сторонъ; требуется доказать, что эти мно- 
тоугольники подобны.—Для доказательства этого примемъ во вни. 
ман1о, что всф углы такихь многоугольниковь равны между со- 
бою (теорема 68 и замфчане 3-е, которымъ снабжено опредвлеше 
правильныхь многоугольниковъ), а сторопы, образуюцщия эти углы, 
пропорщональны, потому что стороны одного изъ нихь между, 
собою равны, & стороны другого тоже между собою равны; стало- 
быть, одвоименпые правильные многоугольники подобны. Что и 
требовалось доказать. 

Теорема 162. Периметры двухъ правильныхь одноимен- 
лыхь многоугольников относятся между собою какъ ражусы этихь 
многоугольниковъ или же какъ ихь апооемы. 

Доназательство. Пусть (черт. 187) даны два одноименных пра- 
вильныхь многоугольника АВСОЕ и ЕСЕК, требуется доказать, что. 

Р.:Р, =, : В, =", :*,, 


тдф символь Р, обозначаеть периметрь, символь В, — ражусь, 
а символь 7, — апооему перваго многоугольника, символы же 
Р,, 1, и”, — соотввтствующия величины во второмъ многоу- 


тольникВ.—Для доказательства этого примемъ во вниман!е, что 
Р,:Р, = АВ : 46 (теоремы 149 и 161). 


Но АВ: аб = В: В, = ги, (а 
стве 1 ое теоремы 138); стало быть (ак- № 
сома 5), 
РР, = В, : В, =, :*,. р 
Что и требовалось доказать. Е у 
Задача 35. По данному правильному Черт. 187. 


зцисанному многоугольнику построить пра- 
зильный одноименный многоугольникт, описахный около того же круга. 
РЬшене. Задача можеть быть разрфшена двумя способами. 
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1). Пусть (черт. 188) данъ правильный вцисанный мн—кь 
АВСРЕ. Опустимъ изъ центра его перпендикуляры на стороны много- 
утольника и продолжимъь ихъ до переевченя съ описалною окруж- 
ностью; чрезъ точку пересвчешя перпен- 
дикуляра АВ съ окружностью проведемъ 
касательную до переефченя съ касалель- 
ными, проведепными чрезъ точки @ и К, 
чрезъ точку @-—касательную до перее- 
чен1я съ касательвыми, проведенными чрезъ 
точки ГиН, ит. д. 

Полученный таким образомв мною- 
Злюльнииг будетг зтребуемыи.— Для того 
чтобы въ этомь убфдиться, примемъ во 
вниманше, что 

СКОЕ -- ХА-==94 (теоремы 79 и 68) 
С бОЕ-- ДВ==29 (то же) 
слЪдоватольно (агоома 6) 
с. КОЕ-- ДА= Д60Е -- ДВ. 
Но по условю ДА == ДВ, слВдовательно 
С КОЕ = ДбОЕ (акеюма 8) 
Но съ другой стороны 
ДКОЕ-- ДА, = 24, (теоремы 79 и 68) 
Д бо -- ДВ, =34 (тоже), 
слЪдовательно (акс1ома 6) 
С КОК -- ДА, = ДбОЕ- В, 
откуда, благодаря тому, что 2. КОР = ДСОЕ, получимъ, что 
ь ДА = В,. 
Точно такъ же докажемь, что 
В, = 0, =2, =Е.. 
© А вЪ такомъ случа (теорема 160) опи- 
санный многоугольникь А, В, С, О, Е, 
есть многоугольникъ правильный. Въ чемъ 
и надлежало убЪдиться. 
2) Проведемъ (черт. 189) чрезъ точ- 
чер. Но &у А касательную до пересфчешя съ каса- 
чельными, проведенными чрезь точку В № 
Е, а чрезь точку В — касательную до пересфчешя съ касатель- 
ными, проведенными чрезъ точки Аи С ит. д. 

Полученный таким образомв мноюуюлонике ЕСНТК. и будете 
требуемый. — Для того чтобы въ этомъ убфдитьея, примемъ во 
вниман!е, что (теорема 195 и аксюма 11) 

ДВАЕ = ХАВИ == / СВб = @ВС ит. д. 


Черт. 188. 


7 д и 


\ 
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А потому (слБдетые 5-0е теоремы 45) 
дЕ=Иб=ИнН=Ил=х, 
и многоугольникь РОНТК есть правильный описанный многоуголь- 
някъ. Бъ чемь и надлежало убЪдиться. 
Теорема 163. Вели сторопа правильнаго вписаннаго мно- 
гоугольника 0бъ и сторонахь обозначена символомъ а, а сто- 
она одноименнаго правильнаго описаннаго многоугольника 0603- 


начена символомъ 0», то 


тд Ц есть радусъ вписаннаго многоугольника. 

Доказательство Пусть (выполнеше чертежа предоставиялется 
учащемуся) сторона АВ == а», а параллельная ей сторона пра- 
вильнаго описаннаго одноименнаго многоугольника А,В, ==», и 
пусть ОМ-—впоеема сторопы АВ; требуется доказать, что 


Для доказалельства этого примемъ во внимаше, что 
ДА,ОВ, 00 Л АОВ (е4вдетые 1-ое георемы 138), 
откуда (теорема 162) 
Ты 
а» 
слВдовательно (акс1ома 5) 
[0 6 


= — о 
й 
У (< ) 


Что и тробовалось доказать. 

Слфдетв!е. Если № есть маметръ круга, описаннаго вокругъ 
дапнаго многоугольника, котораго слорона равна а», то при тВхъ 
же зпачешяхь символовъ а» и в, 


оремы 168 имомъ 
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Замфчане. Пропорщи, выведенныя въ теорем$ 168 и слёд- 
стыи ея, выражаютъ зависимость между тремя величинами: сторо- 
жою правильнаго описаннаго многоугольника, стороною одноимен- 
наго правильнаго‘ внисаннаго многоугольника и ражусомъ послвх- 
няго. Зная двЪ изъ нихъ, легко найти третью; но тВмъ не менфе по- 
лезно и легко зам тить себЪ также и схВдующую формулу, которая 
выводится изъ формулы, данной въ слфдстыи теоремы 163, и 
которая вполнф аналогична этой послфдней формуль: 

вв о` 


й и 0*-& 
Равнымъ образомъ достойна внимашя и стфдующая весьма изящ-- 
ная формула: 


@ т 
И бы вы) 
УбЪдиться въ справедливости послФднихь двухъ формуль предо- 
ставляется учащемуся. 

Задача 36. По данному правильному виисанному много- 
уголькику построить правильный многоугольникь, вписанный въ 
ту же окружность, во имозЙ вдвое болфе сторонъ. 

Ршене. Пусть давъ правильный вписанный многоугольникъ. 
АВСРЕ; требуется построить такой правильный вписанный мчо- 
тоугольникь того же радуса, чтобы число его сторонъ было вувое 
болзе.—Для рёшетя этой задачи изъ центра даннаго многоуголь- 
вика проводять перцендикуляры ко везмъ сторонамъь даннаго. 
многоугольника до пересъченя съ описанвею окружностью, в каж- 
дую изъ этихъ точекъ пересфчензя соединяють съ двумя ближай- 

-7 ЛВ зотлттиями паннаго млогоугольниха. 


О = 
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Полученный такимв образоме мноюуюльнию АЕВОСНОТЕК 
и будетв требуемый.— Для того чтобы въ томъ убфдиться, примемъ 
во внимаше, ч10 
— АЕ = — ЕВ = — 96 = 060 == ит.д. (1ворома 114), 
а потому п хорды АР, РВ, Вб, 9С ит. д тоже равны между 
собою (теорема 108). Стало-быть, многоугольникь АКВСОСНОТЕК. 
есть многоугольниюь правильный (теорема 159) того же радуса, 
н в этомь многоугольникй вдвое боле сторонъ, чёмь въ дан 
номъ. Въ чемь и надлежало убфдиться. 

Фпредфлеше. Удвошиь число сторонз правильна вписан, 
наю мноюуюльника значить построить такой правильный виисан- 
ный многоугольникъ, у котораго тотъ же радусь, но вдвое болфе 
стороне. 

Замфчане. Р\шен!е задачи 36 убЪждаеть въ томъ, что удвоить 
число сторонъ правильнаго виисаннаго многоугольника всегда воз- 
можно. 

Теорема, 164. сли сторона правильнаго вписаинаго мно- 
гоугольника объ и сторонахь обозначена символомь а», сторона 
правильнаго многоугольника того же ражуса, но о 2 сторонахь— 
символомь а,„, & рамусь ихъ— буквою, Ц, то 


а, == 22 — ЭВ У “. 


Доказательство. Пусть (черт. 190) АВ еезь сторона пра- 
вильиаго многоугольника объ п сторонахъ, & А9— сторона мно- 
гоугольника того же радуса, но о 2” сторонахь; требуетеля до- 
казать 


в 


$ Е 
Е аа 
= 28 — 2% у В—- 4" 
гдф @,„ == АС, а, = АВ, Ц == ОА, т. е. 
радусу этихъ многоугольниховъ. —Для до- 
хазалельства этого примемъ во внимаше, что 
изъ прямоугольнаго треугольника АГС (те. 
орема 145) можно получить: 
АС = АО? -|- СР», 
или (ако1ома 5) 


в". = (&) + в— 05), 


Черт. 190. 


или 


а ии 28. 0р +00; 
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Но 
В 
00* = В — (=) ‚а 00 — у» т 
или 
00 = В* — 
поэтому (акеюома 5) 
а 
® 
т т | 


сдфлавь во второй части этого равенства приведен, получим: 


а 
и = 28—20 у. =". 
4 


Что и требовалось доказать. 
Замфчане 1-ое, Боле изящную форму это равенетво полу- 
чаеть, если выразить зависимость стороны а,, отъ даметра: 


р. ру м 


чъ ра 
въ справедливости чего учащемуся предоставляется убфдиться. 

Замфчаше 2-е. Теорему 164 можно доказать на основашя 
слёдетыя 2-го теоремы 145, въ чемъ убздиться предоставляется 
учащемуся. 

Задача 37. По дашиому правильному описанному многоуголь- 
ника построить правильный описанный миогоугольтикъ, у котораго 
та ме апоосма, по вдвос больше сторопъ, 

Ршене. Пусть (черт. 191) дань правильный описанный 
многоугольникь АВСРЕ, требуется построить правильный опиеан- 
пый многоугольникь, у котораго та же апо- 
оема, но вдвое больше сторонъ.— Для р- 
шешя этой задачи соединимъ вершины его 
©ь центромъь О прямыми, черезь точки пе- 
реефчеши этихъ прямыхъ съ окружностью 
проведемь касательпыя, которыя пересЪкуть 
стороны даннаго многоугольника въ точкахъ 
а, 6,0, Че, | фи К. 

Полученный такиме образома мноо- 
польник Фасад веть требуемыи. — 
Для того чтобы въ томъ убфдиться, прежде всего примемъ 
во внимаше, ч10 каждой изъ вершишь даннаго многоуголь- 


9») д РЭВ; 


Черт. 191. 
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ника соотвфтствують дв вершины мпогоугольника вновь обра- 
зованнаго; стало-быть, число сторонъ послдняго вдвое больше 
числа сторопъь дапнаго. Теперь остается убЪдиться только въ 
томъ, что углы этого новаго многоугольпика равны между собою. 
Для этого примемъ во внимаве, что каждая изъ линй ОА, ОВ, 
ОС ит. д. дЬлить соотвВтетвующий уголь пополамъ (теорема 130) 
и чо вновь проведенныя касательныя перпендикулярны къ этой 
равнодрлящей, а потому (теорема 52) оба треугольника, изъ ко- 
торыхь состовть /\ аАь, равны между собою и углы а и © тре- 
угольника «Аб также между собою равны Стало-быть, и описан- 
ные углы 4 и © тоже между собою равны. Точно такъ же уб%- 
димся. что описанные углы си д, ен [, ди 1, ли тоже равны 
между собою. Теперь остается убфдитьея въ томь, что 
а с 24 в ДЕ Хуи {1 5. 
Такь какъ но условно 


до АЕ. В; 
то 
острый Да= острому с. 
А потому и описанный Ха равенъ описанному углу с. Точно 
такъь же убЪдимся въ равенствё остальныхь описанныхь угловъ: 
вис, ие, [ну ит. д. Въ чемъ и надлежало убфдиться. 

Опредвленйе. Удвомть число сторон правильно описан- 
„но мнооуюльника значить цостропть правильный описанный 
многоугольникь, у котораго та же ацочема, но вдвое боле 
сторонъ. 

Замбчане 1-0е. Ршеше задачи 37 убЪждаеть въ томъ, что 
удвоить число сторонъ правильнаго описаннаго мпогоугольника, 
возможно. 

Замбчане 2-0е. Зиая сторону какого-нибудь правильнаго 
виисаннаго многоугольника можно, ва осповаши теоремы 164, 
вычислить стороны многоугольниковь, похученныхь при послёдо- 
вательномъ удвоени числа сторонъ даннаго многоугольника, какъ, 
бы далеко это удвоеше ни продолжалось. Кром того, зная сто- 
рону какого-пибудь правильнаго виисаннаго многоугозьника и сто- 
роны вписанныхь многоугольниковъ, получаемыхь при послфдова- 
тельшомь оудвоеши числа сторопь его, можно, на основаши тео- 
ремы 163, вычислить стороны правильныхь описанныхь много- 
угольникогь соотвфтствующаго числа сторонъ. 

Теорема 165. Сторона правильнаго шеетиугольника рана 
его радусу. 

Доказательство. Пусть (черт. 192} АВ есть сторона пра- 
вильнаго шестиугольника, а прямая ОА его радусь; требуется 
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доказать, ` что АВ == ОА.-—_Для доказательства этого’ соединимъ. 
цевтрь О съ точкою В, получимь треугольникь АОВ, въ кото- 
ромь ОА = ОВ. Но центральный уголь О 
о измфряется # долею окружности, такъ какъ 
\ АВ есть сторона правильнаго шестиугольника; 
с етВховательно 5 АОВ == 60", и сумма угловъ 
Ая Втр—ка АОВ равна 120°; но такъ какъ 
и И А= В (слёдетые 3-е теоремы 55), то в 
4 ДА==60'’, и ХВ== 60°.А потому Л АОВ 
есть треугольникъ равностороный (слвдетве 
теоремы 59), и его сторона АВ (она же и. 
сторона правильнаго шестиугольника) равна радгусу этого шести- 
угольника. Что и требовалось доказать. 
Теорема 166. Сторона квадрата равна его радусу, помно-- 


женному на и 2. 


Черт. 192. 


Доказательство. Для доказательства этого предположим, 
что сторона АВ (черт. 193) есть сторона квадрата и обозначимъ 
радрусъ его буквою В. Соединимъь центрь 
зе 0 описавнаго круга съ вершинами А и. В 
квадрата; получимь /\ АОВ, въ кохоромь 
центральный уголь О содержить въ себЪ 
90°, закъ какъ онъ измфряется четвертью 
окружности, а потому это — уголь прямой; 

р ИИС стало-быть 

АВ? = В* -- В? == 28? (теорема 145), 
Черт. 193. откуда 


дв=у/ в = Ивуи?=в и 2, 


т.е. сторона квадрата равна ражусу еголомноженному на и 2. 
Что в требовалось доказать. 

Замфчане. Какъ извфстно изъ алгебры, и 2 несоизмримь. 
съ едивицею. Ср. лемму 9, етр. 96. 

Задача 35. Вписать квадратъ въ данную окружность. 

Рьшене. Для рЪшеня этой задачи проведемъ въ круг два 
ззаимно-перпендикулярныхь маметра. Засимъ конды взаимно-пер- 
пендикулярныхь радусовъ соединимъ прямыми. 

Полученная такимь образомъ фигура будетъ квадратомъ, въ 
которомъ проведены, кромВ того, магонали его.—Убфдиться въ 
этомъ предоставляется учащемуся. 
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Теорема 167. Сторона правильнаго треугольника равняется 
его радфусу, помноженному ва из. 


Доказательство. Пусть (черт. 194) хорды АБ и ОВ стороны 
правильнаго вцисаннахо шеслиугольнька; тогда прамая АВ есть 
сторона иравильнаго вичезнаахо треугольника (ночему?); пусть. 
буквою В обозначенъ его ражусъ; требуется доказать, что 


АВ=В. и 3. 

Для доказательства этого изъ конца А 
стороны АВ проводемъ маметръ, второй 
конець С дамотра АС соединимь съ точ- 
кою В. Прямая ВС есть тоже сторона пра- 
вильцаго шестиугольника (почему?). 
Но ДАВС ==90° (слфделые 9 теоре- 
мы 122), слало-быть, 
АВ* = А0* — ВС? (слфдотые 1-0е тео- 
ремы 145); при эгомъ 

_ Аб=28, & ВС-=В (теорема 165); 
слфдовалельшо (акеома 5) 

АВ —= (28) — В? =48* — В?) 


Черт. 194. 


откуда 
АВ* — 38%, 
& 


АВ=/ = | 
т. е. сторона правильнаго треугольника равна радусу его, помно- 


жепшному на и 3. 416 и требовалось доказать. 


Слёдетве. Апооема правильнаго треугольника равна поло- 
зинз его радтуса.—ДЪйствительно: обозначивъ сторону правиль- 
нато треугольпика символомъ а,, а апооему его символомъ А., 
и соединивь цеитръ треугольника съ его вершиною, подучимъ 


А", — В*— (&) Ре @, 


но 


а, = В.И 3, в в, = 38", 
слфдовалельно (акаома 5) 
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откуда 
В 


А, 

2 

Замфчане. Та же замфчательная зависимость между апове- 
мою и радусомь правильнаго треугольника можеть быть выведена 
не на основани вычисленя, а путемъ чисто-геометрическимь, что 
предоставляется сдфлать учащемуся; для достижения этого достаточно 
продолжить аповему до пересёчешя съ окружностью и соединить 
центръ и эту точку пересвчен!я съ одпою изъ вершинъ треуголь- 
ника. 

Теорема 168. Сторона правильнаго десатиугольника равна 
‘большей части ого радтуса, раздВаленнаго въ среднемъ и крайнемь 
‚отношеши. 

Доказательство. Пусть (черт. 195) прямая АВ есть сторона 
‘правильнаго вписапиаго десятиугольника; требуется доказать, что 
-он8 равна болышей части радуеа, раздфленпаго въ среднемь я 
крайнемь отношеши. — Для доказательства 
этого соедипимъ точки А и В съ центром 
и примемь во виимаше, что /\ АОВ есть 
треугольник равнобедренный, что 

СД АОВ==36°, 
цептральный, а каждый изъ остальпыхъ двухъ 
угловъ 72° (теорема 45). Раздфливь одинъ 
изъ угловь при осповани АВ пополамъ, полу- 
Черт, 195. мимъ /\ АВО, въ которомъ по продыдущему 
Х АВЬ = 72*, а по условю ВАТ = 36") 


хтало-быть, и 


С АБВ = 72° (теорема 45). 

Мы получимъ такпыъ образомъ, что /\ АВО тоже равнобедренный 
треугольник, и притомь подобный треугольнику АОВ (тео- 
Тема 138), и въ этихьъ троугольникахь 

ОВ: АВ = АВ : ВО. 
Но ' ОАЛ ` треугольника ОАР равепь 36°, а потому /\ АОБ 
тоже" треугольникь равпобедрениый, въ которомъ сторопа АП 
равна сторонз ОШ (теорема 59); стало-быть, въ полузонной 
нами пропорщи сторона АВ правильнаго десятиугольника равна 
сторовё АО треугольника АШОВ и равна также сторон ОР тре- 
‘угольника АРО, & потому (аксюма 5) 

ОВ : 00 = 0 : ВР, 
тдЪ ОГ равна большей части радуса, раздбленнаго въ среднемъ 
х крайпемъ отношенш; по ОР == АВ; стало-быть, сторона пра- 
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вильнаго десятиугольника равна большей части ражуса, разд*- 
леннаго въ среднемъ и крайнемъ отношени. Что и требовалось 
доказать. 


Замфчане 1-е. 'Георема 165 даеть вамъ формулу, выража- 
ющую зависимость между сторовою правильнаго шестиугольника, 
и его ражусомъ, а благодаря теоремВ 164 намъ дана также воз- 
можпость вычислить сторону иравильнаго двзнадцалиугольника, 
двадцатичетырехъ-угольпика и вообще всякаго иправильнаго много- 
угольника того же ращуса, въ которомъ число сторонъ имфеть. 
ЗИДЪ 

6.2, 
тдЪ и есть число цфлое. Георема 166 даеть памъ формулу, выра- 
жающую зависимость между стороною квадрата и его радусомъ, 
& благодаря теорем 164, намъ дана также возможность вычи- 
слить сторону правильнаго восьмиугольника, шестнадцатиуголь-- 
ника и вообще всякаго правильнаго многоугольника того же ра- 
муса, въ которомь число сторонъ иметь видъ 


тдф и есть число цфлое. Наконець, теорема 168 даеть намь фор- 
мулу, выражающую зависимость между стороною правильнаго 
десятиугольцика и его ражмусомь, а благодаря теоремв 164, намь, 
дана также возможность вычислить сторону правильнаго двадцати- 
угольника, сорокаугольника и вообще всякаго правильнаго много- 
угольника того же радуса, въ которомь число сторонъ иметь. 
вВиДЪ 
10.9”, 
ТАБ и сеть число цфлое. 


Что касается мпогоугольниковь описавныхь, то теорема. 163 
даеть намъ возможность, по сторонВ и радбусу правильнаго вли- 
санпаго многоугольника съ какимъ угодно числомъ сторонт, вы- 
чиелить сторопу одноименнаго правильнаго многоугольника, кото- 
раго аповема равна радусу даннаго правильнаго вписаннаго мно- 
гоугольника, 


Въ слбдующей таблиц давы два точныхъ (они отмфчены 
звЪздочками) и двадцать два приближенныхь зпаченйя чисель, 
зыражающихь  полупериметры правильныхь  многоугольниковь, 
число сторонъ которыхъ иметь видъ: 


4.2% иб. 27, тдВ п не болве 5-ти. 


158 ПЯАНИМЕТРЕЯ. 


При этомъ для полунериметровъ вписанныхь многоугольниковъ за, 
единицу принать радуеъ, а для полупериметровъ многоугольниковъ 
„описанныхь — эпооема ихъ. 


ре ты Полупериметры | Полупериметры 
| мпогоуг. прав. вцис. ра: опис. многоуг. 
| 4 | 2.82842 | 4.00000 
Г в | 3.00146 | 33181 | 
16 7 3.12144 | 3.18260 
| 3 Г 31364 | зл58 | 
Г м | 341408 | замо | 
Г 128 | 83414127 | 3.14223 
в | +3.00000 Г Забаа | 
Г | 310582 | 3.21640 | 
| 24 | 3.13969 | 315967 
г 48 8 3.13935 3.14609 | 
} | 
5 | 31408 | 8.1497 | 
| 


Замфчаше 2-0е. Славный германсый геометрь Гауесъ (4; въ 
1855 г.) доказаль, что съ помощью линейки и циркуля (т.е. съ 
помощью прямой и окружноств) окружность можеть быть раздЪ- 
лена на ® равныхь между собою частей, если и есть число 
первоначальное, & (п—1) при этомъ предетавляеть собою сте- 
пень 2-хъ, или говоря иначе, когда число и есть первоначальное 
число вида 

Е. 
Нааменьшшя пять первоначальныхь чисель,  удовлетворяющихь 
этому условю, какъ въ томъ легко убфдиться, вставивъ вместо 
р числа отъ единицы до 16-ти включительно, суть чиста: 


3, 5, 17, 951, 65537. 
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Замфчаще 3-е. Для справокъ приводимъ‘слдующую таблицу 
формулъ, которыя легко и полезно запомнить: 


тдЪ В обозначаетъь ражусъ многоугольника. Кром того. полезно 
замВтить, что 

Ь, = 2а, и В. =28; 
зъ справедливости этихъ формуль предоставляется убфдитьея уча- 
щемуся какъ съ помощью теоремы 163, такъ и съ помощью 
чертежа. 


$ . 00 пере площадей нжотюрыхь прамолинейныхь 
фируриь. 


ОпредВлезя. Площадыо плоской замкнутой фигуры назы- 
зается величина той части плоскости, которую занимаетъ данная 
плоская замкнутах фигура. За единицу при измфрейи площадей 
принимается площадь квадрата, сторона котораго равна какой-либо 
единицз мЪры длины; единицы мФры площадей ххя краткости на- 
зывалтся ивадратными единицами; такъ, напр., площадь квадрата, 
котораго сторона равна одному аршину, называется квадратным 
аршиномг; при этомъ выфето того, чтобы сказать, что площадь 
данной фигуры равна сумм площадей трехъ равныхь между квад- 
ратовъ, изъ которыхь въ каждомъ сторона равна аршину, говорятъ: 
площадь данной фигуры равна тремъ квадратнымь аршинамт.. 
Основанема прямоуюльника называется любая изь сторонъ прямо- 
угольника, но при этомъ любая изъ двухъ сторонъ, перпендику- 
лярныхь къ основано, называется высотою его; какая изъ сто- 
ронъ принимается при этомь за основан!е— безразлично. Если 
изъ вершины треугольника опущенъ перпендикуляръ на проти- 
волежащую сторону до пересфчешя съ нею, то посафдняя назы- 
вается основашемь, а пернендикухяръ —высотою тр-—ка. Если изъ 
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точки, взятой на одной изъ сторонъ параллелограмма опущен 
перпендикуляръ на параллельную ей сторону того же паралаело- 
грамма до пересёчешя съ нею, то эта послфдияя сторона иараллело- 
грамма называетел основам, а перпендикуляуг-— высотою его. 

Лемма 16. Если двф плоеми замкнутых фигуры равны 
между собою (совмветимы), то и площади ихъ между собою 
равны. 

Доказательство. Пусть (чертежа въ этомъ случаз не тре- 
буетея) дв кашя-либо плосшя замкнутыя фигуры равны между 
собою, т. е. совмфетимы; требуется доказать, что и площади ихъ 
между собою равны.—Для доказательства этого примемъ во вни- 
маше, что эти фигуры могуть быть наложены каждая на другую 
такъ, чтобы вов точки одной совпали съ точками другой (теорема 2), 
Стало-быть, об занимають равныя по величинЪ части плоскости, 
т. е. площади обзихь фигуръ равны между собою. Что и требо- 
валось доказать. 

Замфчане. Когда въ формул идеть рёчь не о самой фи- 
гурв, а объ ея площади, то мы это будемъ обозначать сокраще- 
щемъ слова „площадь“, а именно такъ: пл. АВС или пл. АВСР. 

Теорема 169. Если въ двухъ прямоугольникахь основаны 
равны между с0бою, то’ площадь одного изъ прямоугольниковь 
относится къ площади другого какъ высота перваго относится къ. 
высот второго. 

Доказательство. Пусть (черт. 196) въ прямоугольникахь 
АВОР и ЕЕСН основайя АВ и ЕЁ равны между собою; тре- 
буегся доказать, что 

б пл. АВСО : пл. ВЕОН = АВ: ВР. 

При доказательствв этой теоремы различають 
--@ два случая: 1) когда высоты АВ и ЕЁ соизм- 

римы одна съ другою, и 2) когда онф одна 

съ другою несоизифримы. 
| 1) Пусть ВС и СЕ соизмфримы одна съ 
__`| другою. Это значить, что существуеть такая 
я ВЕ Е конечная прямая а, которая содержится въ 

Черт. 196. каждой изъ высоть цфлое число разъ: напр., 
въ высот перваго прямоугольника —11 разъ, а въ высотВ втораго —п 
разъ. Раздфлимъ высоту ВС па т равныхь между собою частей, 
а высоту РЕ@—на ю равныхь между собою частей и проведемъ 
черезь точки двлешя прямыя, параллельшыя‘ основанию. Мы та- 
кимъ образомъ раздфлимь каждый изъ данныхь прямоугольниковъ на 
равные между собою прямоугольники (почему?), & также каж- 
дую изъ площадей данныхь прямоугольниковъ на равныя между 
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собою части (лемма 16), а именно: площадь прямоугольника АВОСЬ 
на 2 равных между собою площадей, а площадь прямоугольника 
ЕЕСН па л такихъ же точно равныхъ между собою частей; поэтому 
пл. АВСО : ия. ЕРОН = т: я; 
но, по условио, 
ВС: Еб = т: м, 
а потому (акеома 6) 
пл. АВОСЬ : из. ВЕН == ВС : Еб. 
Что и требовалось доказать. 

2) Въ случаф, когда выеоты ВС и С несоизмфримы одна 
съ другою, доказательство ведется тЪмь жо путемъ, которымъ оно 
ведотея въ тсоремахь 119 и 131,т. е. способомъ приведевя къ 
нелфиости. Это предоставлястся учащемуся. 

Слёдетв®. Если въ двухь прамоугольникахь высоты равны 
между собою, то площади этихь прямоугольниковьъ относятея можду 
60бою, какъ ихъ основашя. —Д»йствительно: если высоты двухъ 
прямоугольниковъ равны между собою, то, приняв высоты за осно- 
вая, & осповашя—за высоты, получимъ пропорцио, свидзтель- 
ствующую о томъ, что площади данныхь прямоугольниковъ отно- 
еятся между с0бою, какъ ихь первоначальныя осповашя. 

Теорема 170. Площадь всякаго прямоугольника относится 
кь площади другого прямоугольника, какъ ироизведеше изъ осно- 
вашя на высоту перваго изъ нихъ отвоситея къ произведенио изъ 
осповашя па высоту второго, если эти осповашя и высоты изм$- 
рены одпою и тою же единицею мфры длины. 

Доказательство. Пусть (черт. 197) даны два прямоугольника 
АВС и ЕЕРСН; требуется доказать, что 
пл. АВСО : пл. ЕЕСН = АВ. ВС: ЕЕ. Еб, в _ с з 
вели осповая и высоты измфрены одною п Ы т = 
100 же сдиницею м8ры.—Для доказательства | | 

| 


этого построимь прямоугольникь ХУЙО, кото- в р. 
раго основаше ХУ равно основанию перваго "о 
прямоугольника, а высота его УЙ равна вы- 

сотв второго, Получим слЪдуюция пропорщи: д вх ы 
пл. АВС : пл. ХУАО = ВС: У (теор. 169) Черт. 197 


пл. ХУЛО : пл. ЕЕОН = ХУ: ЕЁ (е.детые 

теоремы 169); перемпоживь почленно эти пропорщи, получимъ: 

ня. : АВСО . пл. ХУ7О : пл. ХУД . их. ЕР@Н = ВС. ХУ:УД. ЕЕ. 

Но въ членахь перваго отношенш есть обиуй множитель, который 

можно сократить, а во второмъ отношени, по положению, 
ХУ = АВ, в У = ЕС. 
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Сдфлавъ сказанное сокращеше, получим (акоома 5) пропорцию: 
лл. АВСО : пл. ЕЕСН == АВ. ВС: ЕЕ. ЕС. 
Что и требовалось доказаль. 

Замфчане. Когда помпожають площадь на площадь (ем. 
доказательство теоремы 170), то при этомъ умножается собственно 
не самая площадь одной фигуры на площадь другой (это— незоз- 
можно), а перемножалтся только отвлеченныя числа, выралжаюлих 
отношешя этихь площадей къ единицв площадей. (Ср. замфча- 
не 1-06, которымъ спабжена теорема 131, а также теорему 171). 

Опредф ленте. Условимся одноименными единицами разнало 
рода называль единицу м8ры длины и единицу мзры иложадей въ 
томъь случаЪ, если сторона квадрата, площадь котораго принята 
за единицу мёры площадей, равна данной едипицв мёры длины. 
Такь, напр., аршинъь и квадратный аршинъ суть одноименныя 
единицы разнаго рода; таковы, кромВ того, метрь и квадралиый 
метръ, дюймъ и кзадралпый дюймъ, и т. д. 

Теорема 171. Въ площади прямоугольника содержится 
столько-же квадразныхь единиць, сколько отвлечепныхь единиць 
содержится въ произведеши чисель, получелныхь оть измврешя 
оеновашя и высоты дапнаго прямоугольника одноименною едини- 
цею мфры длины. 

Доказательство. Пусть (черт. 198) единица мЪры хлины ео- 
держится въ основаши чи разъ, а въ высот и разъ; требуется 
доказаль, что въ площади этого прямоугольника, одноименная квад- 
ратная едилица содержится #.* разъ.—Дла доказательства, этого 
предетазимь с0б% квадрать ЕЕСН, котораго сторона равняется 
той единицф м®ры длипы, которою измбрены осно- 


? ван!о и высота дапнаго прямоугольника. Тогда (те- 
орема 170) 
пл, АВСР : пл. ЕЕСН = АВ.ВС: ЕЁ. @Н, т. е. 
т ил. АВОР : пл. ЕЕОН = т.п:1.1, 
ЕР или 
я ;. АВС : пл. ВЕСЫ = т.п, 
р р: 


т. е. квадратная едипица ЕЁЕСН содержится въ 
Черт. 198. данной площади столько разъ, сколько отвлеченныхь 
единиць содержится въ произведеши чисоль, полу- 
ченныхь при измфреши основавя и высоты даннаго прямоуголь- 
ника одноименною единнцею мфры длины. Что н требоваловь до- 
казаль. 
Слёдетве. Площадь квадрата содержить въ себЪ столько 
квадралиыхь единиць мфры, сколько отвлеченныхь единиць содер- 
житсл въ квадрат отвлеченнахо числа, полученнаго по измфре- 


ши стороны даннаго квадрата одноименною единицею мфры. — 
ДъЪиствитольно: если даны квадрать АВСЛ и квадрать ЕЕСН, и 
сторопы послБдизго равны единиц мфры длины, а въ сторон% 
хвадрата АВСР единица мфры длины ЕЁ содержится т разъ, 
то (теорема 171) 

пл. АВСО : пл. ЕРСН == т. т == т®. 

ЗамфчанЕ 1-06. Теорема 171 и слЪдстые ея справедливы 
хакъ для ицфлыхь значеш@ чисель т и 9, такъ и дла дробныхь 
и носоизмёримыхь, такь какъ теорема 170, па которой основана 
ихь доказательство, справедлива для цфлыхъ, дробныхь и несоиз- 
мфримыхъ зпачешй чисель, выражающахь отношешя основан и 
высоть къ сдипиц8 м8ры длины. 

Замбчане 2-ое. Теорему 171 обыкповенио, для краткости, вы- 
ражаютъ такъ: площадь прямоугольника измфряется произведешемь 
его осповашя на высоту, или сще короче такъ: площадь прямо- 
угольяика равна произведенио его освовавя на высоту. Слёд- 
стые теоремы 171 обыкновенно, для краткости, выражають слф- 
дующимъ образомь: площадь квадрата равна квадрату его стороны. 
Согласно съ этими сокращелными выражешями, пишуть также 

ил. АВС = т.п и пл. СОЕЕ = 1", 
причемъь первыя части этихъ равенствъ, какъ и равно и вторыя 
зыражаютъ извЪетныя отвлеченпыя числа. 

Теорема 12. Если произведеше двухь прямыхь равно 
произведенио другихъ двухь прямыхъ, то площадь прямоугольника, 
хотораго основаше и высота равны первымь двумъ прямымъ, 
равиа площади прямоугольника, котораго основаше и высота 
порознь равны остальнымъ двумъ прямымъ. 

Доказательство. Пусть “, 0, си 4 обозначають четыре пря- 
мыхь лип и пусть 

в. —с. а; 

зребуетея доказать, что прямоугольникъ, котораго основане и высота 
соотвфтетвенно равны прямым а иб,равновеликъ прямоугольниеу, ко- 
тораго основане и высота еоотвфтевенно равны прямым си 4.-—Для 
доказательства этого построимъ прямоугольникъ, котораго основаше и 
высота равны аи 9, и прямоугольник, котораго оеноваше и 
высота равны си 4, и обозначимъ первый многоугольникь бук- 
вою М, а второй буквою №; тогда 


пл. М ==а.6 | 
за (теорема 171); 
пл. М=с.4 | 


но по условю 
а.6=с.4 
1’ 
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слфдовательно (акеома 6) 
пл. М 

Что и требовалось доказать. 

„Слфдств!е. Если сторопа квадрата есть средняя пропорщю- 
нальная между основашемъ и высотою прямоугольника, то ило- 
щади объихь фигуръ равны между собою.— Дфйствительно: сели 
(выполнеше чертежа предоставляется учащемуся) сторона АВ 
квадрата АВСР есть средняя пропорщональная между основашемъ. 
ЕР и высотою РС прямоугольника ЕГОН, т. е. если 

ЕЕ: АВ == АВ: ЕС, . 


пл. М. 


то 
: Еб. 


Слдовательно 
пл. АВСЬ == пл. ЕЕСИ (теорема 179). 

‚ Опредвлеше. ДвБ плосшя замкнутыя фигуры, которыхъ- 
площади равны между с0бою, называются равновелиними (пли 
равномфрными) Физурами, независимо отъ того, равны-чи онф другь 
другу вли пе равны, т. е. совыфстимы ли онф или нЪтъ. 

Замфчане 1-06. Теорема 172 доказываеть, что существують 
прямоугольники, хотя и по совыВстимые одивъ съ другамъ, по 
равновеливе; таковы, напр., квадралъ и прямоугольникъ, въ кото- 
рыхь сторона квадрата ость сродняя пропоршопальная между оспо- 
зашемъ и высотою прямоугольника. Въ существоваши вообще пе с0- 
выфстимыхь другъ съ другомъ, по равиовеликихь фигурЪ можно, впро- 
чем, убфдиться и слфдующимьъ образомъ: веякую фигуру можно- 
произвольною прямою раздФлить на дв произвольцыя части; посл}. 
этого можно, отпявъ оду изъ этихъ частей отъ фигуры, произ- 
вольнымъ образомъь приложить къ оставшейся фигур отиятую- 
такъ, чтобы фигура получилась иная, но чтобы площадь новой фи- 
туры состояла изъ тВхъ же частей, что п площадь первоначально: 
данной; тогда фигуры не совместимы, но равповелики. 

Замбчане 2-0е. Равныя между собою, т. е. совмфетимыя, 
фигуры равновелики (лемма 16); но, кромф того, равпыя между’ 
собою, т..е. совмфетимыя фигуры также подобны другъ другу 
(замчаве 2-ое, которымь снабжена теорема 139). Воть почему 
пЪкоторые авторы для обозначешя на письмВ равенства, (совмВсти- 
мости) двухь фигур употребляютъ двойной зпажь 00 (ср. зам- 
чаше 3-е относительно равныхь тр-—ковъ, стр. 44); при этомь 
одинъ знажь обозначаоть равноволикость, а другой—подоб1е даи- 
ныхь фигуръ. Въ пастоящемь сочинеши равенетво (совместимость): 
фигуръ обозначается зпакомь равенства, равновеликость же— 
указашемъь на то, что площадь одной фигуры равна площади 
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другой. Употреблете знака СО для обозначенл‘ совместимости 
фигуръ основано на томъ, что если дв фигуры и равновелики, 
и подобны одпа другой, то оиБ также и совместимы; но въ этомъ 
сочицени это обозначеше не практикуется. 

Замфчане 3-е. Вдумавшись въ смыслу, сл детвйй 3-го, 4-го и 5-го 
теоремы 138 и въ смысль теоремъ 144 и 145, легко убфдитьея, что 
с эти предложеня могутъ быть истолкованы въ томъ смыслЪ, что 
прямоугольники, построенные извфстнымъ образомъ, равновелики 
другимъ прямоугольникамьъ. Такъ, напр., мы легко убФдимся, что 
праямоугольниеь, котораго основаше равно сфкущей, & высота—ея 
внфшней части, равновеликъ квадрату, котораго сторона равна 
касательной, проведенной изъ той же точки. Точно также прямо- 
угольникъ, котораго основаше равно всей прямой, раздфленной 
въ среднемъ и крайнемъ отношеши, & высота—менышей ея части, 
равновеликъ квадрату, котораго сторона равна большей его части; 
прямоугольники, котораго основаше и высота равны дагоналямъ 
вписаинаго въ кругъ четыреугольника, равховезикь сумм двухъ 
‘прямоугольниковь, въ одномь изъ которыхъ основаше и высотъ 
равны двумъ противозежащимь стороламь четыреугольника, & ва 
другомъ— остальтымь двумъ сторонамь (Итоломеева теорема, 153). 
И т. д. 

Теорема 173. Если въ косоугольномъ паразлелограмив и 
ъъ прамоугольние® основавя равны между собою и высоты тоже 
между собою равны, то эти фигуры равповехики. 

Доказательство. Пусть (черт. 199} даны косоугольный па- 
раллолограммь АВСР и прямоуголъивкь ЕЕСИ н пуеть 

АВ = ЕЁ, а МО = 0; ре р 
‘требуется доказать, что т : 


пл. АВСР = ил. ЕЕСН. 
„Для доказательства этого продолжимь прямую р - 
АВ и па продолженш отложимъ прямую ВМ Ир 


равпую прямой АМ; изъ точки М возставимъ 
перпеидикуляръь МР до пересфчешя съ про- | 
должешемь прямой ОС. Назложешемь легко ® ы 
УбЪдеться, что Черт. 159. 
фигура АМОР = фигур ВМРС; 

о 

пл. МВС = пл. МВСО (аксома 1) 
а 

пз. АМОО = пл. ВМРС (лемма 16); 
стало-быть (авоюма 8) 

пл. МВСО -- ил. АМОР = пл. МВСФ -[ пя. ВМРС, 
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откуда (акеома 2) 
пл. АВСЬ == пл. МИРО; 
но 
пл. ММРО = пл. ЕЕСН (чеорема 171); 
стало-быть (акома 5) 
ил. АВСО == пя. ЕЕ@Н. 
Что и в требовалось доказать. 

Сльдстве 1-ое. Площадь параллелограмма равняется произ- 
веденшо изъ его основашя на высоту. —ДЪйствительно: площадь 
параллолограмма АВС равна площади прэмоугольника ЕЕСН, 
имЪющаго то же основаше и ту же высоту, а площадь этого по- 
слфдняго равна произведению изъ его основашя ва высоту, & по- 
тому и площадь параллелограмма равна тому же произведено. 

Слфдетве 2-ое. Параллелограммы, имвюце обпйя оспованя 
и, равныя высоты, равповелики. — ДЪйствительно: каждый изъ. 
этихъ параллелограммовь равновеликъ прямоугольпику, имфющему 
10 же основаше и ту же высоту, стало-быть, вс они равновелики, 

Слёдстве 3-ье. Площадь треугольника равняется половин. 
произведещя изъ его основашя на высоту. — Дфйствительно: пусть 
(лань Л АВС черт. 200); проведя изъ точки С прамую парал- 
м Яезьно къ АВ, а изъ точки В — параллельно 
къ АС, и продолживъ эти прямыя до взаим- 
наго ихь пересфчешя въ точЕВ М, получим 
параллелограммь АВМС, котораго площадь 
равняется произведешю изъ его основаня на 
высоту, т. е. 

х в ил. АВМС = АВ . 1, 
Черт. 200. гдВ буква № обозначаеть высоту какъ парал- 
челограмма, такъ и треугольника АВС, разъ. 
прямая ЛВ принята за основаше. Но 


пл. АВС = 2 АВС (теорема 52 и лемма 16); 
Сэ Е Е сяёдовательно (акоюма 5) 
ил. Деб -е- 


СлЬдетве 4-е. Треугольники, у которых. 
; общуя оспованйя и которыхь вершины, проти- 
 волежания этому оспованю, лежать на одной 
А Ви той же прямой, паразлольной къ оспованио, 
Черт. 201. равновелики. — ДЪйствительно: (черт. 201) тре- 
угольвики АСВ, АОВ, АЕВ, АЕВ должны 

быть равновелики, если у вихъ общее осяоваше АВ, а вершины 
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С, Т, Е, Е лежать на одной и той-же прямой, параллельной 
осповано, потому что площадь каждаго изъ пихъ равняется по- 
ловинф произведешя изъ одного и того же осповашя на одну и 
1у ше высоту (слдстые 3-е). 

Задача 39. Построить треугольникь, равновелиЕ данному 
мпогоугольнику АВСРЕ (черт. 202). 

РЬшене. Для рЬшен!я этой задачи иродоажимь сторолу АВ, 
соедипимъ вершину Г съ точкою В и проведемь прямую СЕ 
параллельпо къ РВ до пересвзешя съ продолжешемъ прямой АВ 
въ точиБ Е; соединимь точку Е съ точкою Е и изъ точка 0 
проведемь прямую ОС параллельно къ ЕЁ до пересфчешя съ 
продолженемь прямой АБ въ точкз ©. Соединимъ точку Е съ 
точкою ©. 


Черт. 202. 


Треуюльнии: АЕС, равновеликй, мпоюуюльниу АВСШЕ, ив 
есть требуемый ‘треуюльникг. —Для того чтобы въ томъ у6%- 
диться, примемь во внимаше, что 

пл. ОВЕ = пл. ОВС (слФдехые 4-ое теоремы 173), 
но 
пл. АВЕ = ил. АВЬЕ (акеюма 1), 
слфдовательно (аксома 8) 
пл. АГОЕ = ня. АВСОЕ. 
Но 
пл. АЕОЕ = пл. АЕЕ -|- пя. ЕЕО (акеюма 2) 
а 
ил. ЕЕР = пл. ЕЕ@ (слвдотые 4-0е теоремы 173); 
слфдовалельно (акоюма 2) 
пл. АЕРОЕ = пл. АЕЕ -|- пл. ЕЁ: = ил. АЕб. 
А потому (акеюма 5) 
пл. АЕб = пл. АВСОЕ, 
въ чемъ и надлежало убЪдитьея. 

Замфчане. Задача 39 можеть быть разрьшена также и 
иначе, и учащемуся рекомендуется побольше упражнеюй въ этомъ 
направления. 
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Теорема 174. Площадь трапециг равняется произведению 
изъ полусуммы ея основашй на ся высоту. 

Доказательство. Пусть (черт. 203) дана трашещя АВС, 
въ которой АВ п СЮ суть основашя; требуется доказать, что 


с ил. АВС о АВНН ОЕ: — О . СР. 


Для доказательства этого проведемъ дагональ 
В \итрапещи АС; мы раздФлимъ такимъ образомъ 
Черт. 208. трапецио па два треугольника АВС и АСР. 


пя, ДВО — АВ. 0} 


з Г (слфдстыю 3-ье теоремы 173); 
пл. 00 — 00.49 


стало-быть (акоома 8) 
пл. АВОСЬ = 
Но ы 
СР = АО (елвдетые теоремы 69); 
слдовательно (акеюма 5) 


АВ. СР ‚ ОС. 40 
аа рН: об 


пл. АВСО == —=— + —>, 
откуда 
а ВО АВ ОР-Ь ОО 0Р АВЕ 00). 08 
или ы 2 
пл. АВСО = ее. „бр: 


Что и требовалось доказать. 

Слдстве. Площадь трапеци равна произведешю конечной 
прямой, сосдиняющей средины параллельныхь сторовъ ся, на 
высоту трапещи. — Дфйствительво: площадь трапеши равняется 
произведено изъ полусуммы основавй на высоту; во полусумма 
основан трапещи равна прямой, сосдиняющей средины не парал- 
лельныхь сторонъ ея (теорема 76); а потому площадь трапещи 
равна произведению прямой, соединяющей средины непараллель- 
ныхьъ сторонъ ея, на высоту трапещи. 

Теорема 175. Площадь правильпахо многоугольника равна 
половинф произведешя изъ его периметра на его апооему. 

Доказательство. Пусть (черт. 204) данъ правильный много- 
угольцикъ АВСРЕЕ н пусть апооема его ОМ обозначена буквою 
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А, число его сторонъ буквою п, & каждая изъ этихъ сторонъ— 
буквою а, периметрь—буквою р, требуется доказать, что 
А 


пд. АВОРЮЕ = 2. 


Для доказательства этого соединимь цешрь ОЕ 
этого многоугольника съ вершинами его; по- 
лучимъ %› равнобедренныхъ треугольниковъ, ко- 
торые вс равны между собою и въ которыхъ лк 
основанемъ каждаго служитъ сторона много- 
угольника, а высотою — аноосма многоуголь- в. 
ника. Л потому 


пл. АВСОЕ == и. т. 6. я. АВСРЕ 


Что и требовалось дохазаль. 

Теорема 176. Если въ двухь треугольпикахь уголь одного 
изъ нихъ равенъ углу другого, 10 площадь одного треугольника 
относился къ площади другого какъ произведеше стороль, обра- 
зующихъ этотъь уголь въ первомъ изъ нихъ, относится къ произ- 
воденио сторопъ, образующихь его въ другомъ. 

Доказательство. Пусть (выполнен! чертежа предоставлястся 
учащемуся) въ троугольникахь АВО в РЕГ углы А и О равны 
можду собою; требуется доказать, что 

пл. АВС : лл. ОЕЕ = АВ. АС: ОЕ. ОЕ. 
Для доказательства отого проведемъ изъ точекь С и Е высоты 
треугольниковь СР и Р(); получимъ (слдетве 3-е теоремы 173): 
ил. двс — АВ. м & ща. ОЕЕ = 28-19 
Откуда (акоюма 8) 
их. АВС АВ.СР АВ СР. 


ил. БЕГ 0. ОЕ Г’ 
во /\ АСР со Л БЕЧ (сбдетие 2-ое теоремы 138), и въ нихь 
В ао: 
9 ПЕ’ 


АВ АС АВ. АС 
РЕ ОР БЕ „ОЕ 
Что и требовалось доказать. 

Сльдетве. Площади двухъ подобныхь треугольниковъ отно- 
сятея между собою какъ квадраты ихъ сходственныхь сторонъ.— 
„ДЪйствительно: если треугольники АВС и ОЕЁ подобны и вели 

ДАО, ИВ=ИЕ а С= ИЕ, 
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зо по’ предыдущей теоремВ 
ил. АВС : пл. РЕЕ = АВ. ВС: ОЕ. ЕЕ 


или 
пх. АВС АВ. ВС АВ ВС 
пл. ЕЕ ОЕ.ЕЕ РЕ ЕЕ 
но, по условию, ВС: ЕЕ = АВ: ПЕ; 
з 
стало-быть, ил. АВС _ АВ. АВВ. 
из. ЕЕ РЕ РЕ ПЕ’ 
или 
пл. АВС : ил. ОЕЕ = АВ* : ОЕ*. 
Замфчане. Подобное же соотношеше площадей двухъ тр—ковъ 
существуеть и въ томъ елучав, если 
с уголь одного -треугольника дополняеть 
Е уголь другого до двухъ прямыхъ. Доказа- 
тельство ведется тБмъ же путемъ. Такъ, 
если (черт. 205) 
ХОАЕ-- 2 САВ = 94, 
то 
№ А вв в-пл. АЕ: ил. САВ =ОА.АЕ: АС. АВ. 
Черт. 205. Доказательство предоставляется вывести 
учащемуся. 


Теорема 177. Площади двухъ подобныхь многоугольниковь 
относатея между собою какъ квадраты ихь сходственныхь сторонъ. 
Доказательство. Пусть (выполнене чертежа предоставляется 
учащемуся) многоугольники АВСПЕ.... и абс4е.... подобны и пусть 
АВ и аб сходетвенныя стороны ихъ; требуется доказать, что 
пл. АВСРЕ.... АВ* 
пл. афсде.... — аб 
Для доказательства этого проведемь вс дагонали изь двухъ ©0- 
отвётствующихь вершивъ ихъ; мы тахимъ образомъ раздёламь 
мрогоугольники на одинаковое число подобныхь и подобнымъ 
образомъ расположенных треугольшиковъ (теорема 150), при чемъ 
пл. АВС АВ» 


пл. абс аб? 
пл. АСО АС? 
пл. 44 — а0? 


пл. АРЕ АЛ» 
пл. а4е 4? 
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Но вторыя отношен!я этихь пропоршй равны между собою велВд- 

стые подоб]я полученныхъь треугольниковъ; стало-быть, можно сло- 

жить эти пропорщи почленио, откуда получимъ 
пл. АВС -{ пя. АСР -- ит.д.  АВ* 


пл. ас -- пл. аса | ит. д. ай 


пл. АВСОЕ 


пл. афсае. 
Что и требовалось доказать. 

СлЬдетве 1-е. Илощади одпоименныхь правильныхь много- 
угольниковъ относатся между собою какъ квадраты ихъ радусовъ 
п какъ квадраты ихъ апоеемъ. — ДЪйствительно: площадн этихь 
мпогоугольняковь относятся между собою какъ квадраты сходх- 
етвенныхь сторонъ (теоремы 161 п 177), а эти посяёдие квадраты 
относятея какъ квадраты радуеовъ и апооемъ (теорема 162). По- 
этому площади одноименныхъ празильныхь многоугольниковъ отно- 
сятся между собою какъ квадраты ихъ рафусовъ и какъ квадраты 
ихь апобемъ. 

Опредвлеше. Построить физуру на данной конечной 
прямой значить построить такую фигуру, которой сторона была. 
бы равна данной конечной прямой. 

Теорема 178. Квадратъ, построенный на гипотенуз какого- 
угодно прямоугольнаго треугольпика, равновеликъ сумм квадра- 
товъ, построенныхь на его катетахъ. 

Доказательство. Пусть (черт. 206) 
А АВС есть треугольниеъ прямоугольный, 
С С уголь прямой, фигуры АВОЕ, СбЕВТ 
и АСШ квадраты; требуется доказать, что 

пл. АО = пл. АН - пл. Вб. 
Для доказательства этого изъ вершины С 
прямого угла проведемъ перпендикуляръ къ | 
типотенузВ и продолжямъ этоть перпенди- в" ъ 
куляръ до переефчешя со стороною квад- Черт. 206. 
рата, параллельной гипотенуз». Пусть точ- 
вв Ки Г точки пересфчешя перпепдикуляра съ гипотенузой АВ. 
и съ прямой ЕО. 

Докажемъ, что площадь прямоугольника АКГЕ равна пзо- 
щади квадрата АН. Для этого соединимъ точку Е съ точкою С, 
а точку Г съ точкою В; тогда получимъ два треугольника АЕС 
и АВГ, которые, для большей ясности, ва чертеж заштрихованы. 
Въ этихь треугольникахь АТ — АС, какъ стороны одного и того 
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же квадрата, АВ = АЕ, по той же прич, а / ЕАС = / ВАТ 
(почему?). Слфдовательно (теорема 51) 

ДА ЕАС = ЛД ВАТ 
Но 


ил. Л ЕАС — из. АКГЕ | 
а пл. ОШ лош еж 3-е теоремы 173). 


ил. Л ВАГ = ===] 


стало-быть (аксюма 6) 
пл. АКГЕ _ пл. АСЫТ 
—=—=—.— 
или 
ил. АКГ = ил. АСНГ (почему?). 
Точно такъ же доважемъ, что 
пл. ВСЕб = их. ВКП, 
откуда (акоюма 8) 
пл. АН -|- пл. Вб == пл. АО, 
или 
ил. АО = ил. АН -|- пл. В, 
т. е. квадратъ, построенный па гипотснуз прямоугольнаго троу- 
гольника, равновеликь сумм квадратовъ, построенныхь на его 
катетахъ. Что и требовалось доказать. 

Замфчаше. "Георема 178, извзстпая въ наук подь павва- 
вемъ Пиеагоровой теоремы по имени греческаго философа Пи- 
оагора, жившаго въ УТ вк до Р. Х., доказана въ разное время 
многими различными способами. Выше (теорема 145) ова дока- 
зана въ иной формЪ па осповаши свойства периендикуляра, опу- 
щенпаго изъ вершины прямого угла прямоугольнаго треугольника 
на его гипотенузу. 

Теорема 179. Если на гипотенуз$ и катотахь прямоуголь- 
наго треугольника построены подобные многоугольники и притомъ 
такъ, что гинотенуза и калеты этихь мпогоугольниковъ иродстав- 
лають собою сходственныя ихъ сторопы, то многоугольникъ, по- 
строенный на гипотенузЪ, равновеликъ сумм многоугольников, 
построениыхь из катетахь. 

Доказательство. Пусть (выполнев!е чертежа предоставляется 
учащемуся) на гипотенуз АВ и катетахь ВС н СА прямоуголь- 
наго треугольника ЛВС построены подобные  многоугольники 
АВСРЕЕ, СВОН и СКЫММО, и притомъ такъ, что стороны АВ, 
ВС иАС суть сходственныя ихъ стороны; требуется доказать, что 
площадь многоугольника, построеннаго на гинотенузЪ, рава сумм® 
плошадей остальныхь двухъ.—Для доказательства этого обозна- 
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чимъ площадь многоугольника, построеннаго на гипотенузВ, бук- 
вою (©, а площади многоугольниковъ, построенныхь на катетахъ, 
обозначены буквами { и 4,;; такъ какъ (теорема 177) 
4 40* а ® вс* 
9 Ав о АВ 
то (аксюма 8) 
аа, _ 40° + В0* 
в > Ав 
Но 
А0? - ВС* = АВ* (зеорема 145); 
стало-быть, 
на а 
40 ЕЖЕ а потому (акеюма 5) 1—1, 
АВ* [о 


откуда 
аи =4, & = 4. 
Что и требовалось доказаль. 


$ 8. блоеобь првдловь п то применено къ ученш о 
ДлинВ окрумиюсти я площади ира. 


Эпредвлешя. Если какал-либо величина поставлена въ 
тавя услойя, что она сохраняеть одно и то же значеше, то она 
называется ностоянноь величиною; если кс она поставлена въ та- 
шя услошя, что можеть принимать значевя различныя, то она 
въ такомъ случа пазывается еремьнною . 

Такъ, напр., если какая-нибудь неподвижная хорда нЪкотораго 
круга представляетъ собою еторону нзкотораго внисаниаго тр—ка, 
а противолежащая ей вершина треугольника перемфщается по боль- 
шей дуг описанной окружности, то сторона треугольника, равная 
данной хорд, уголь, противолежащй этой хордЪ, и сумма остазь- 
ныхьъ двухь угловъ треугольника суть величины въ данномъ случа 
постоянный (теоремы 122 и 45), остальныя-же дв стороны и 
каждый изъ остальныхь двухъ угловъ, а равно высота и площадь 
треугольника суть величины перемьнныя. Другой примфръ: если 
перем щающаяся въ плоскости круга сВкущая подчинена тому усло- 
во, что она должна проходить чрезъ данную точку, лежащую вн 
круга, то длина сфкущей и длина вифшней ея части суть вели- 
чины перемфнныя, но произведеще всей сЗкущей на ея вифинюю 
часть есть величина постоянная (сяВдетые 4-0е теоремы 138). 
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Еще прим$ръ: еели въ данный кругь вписанъ какой-нибудь 
правильный многоугольник, если число его сторонъ удваивается, 
и если притомь удзоспно числа сторопь вновь получаемыхь 
многоугольниковъ пе положено никахихь ирепитетвй, то радусь 
такого мпогоугольника съ удваивающимся  числомъ сторон 
есть воличика постоянпая, апооема-же этого миогоугольника, & 
равно его периметръ, площадь и сумма впутрепнихь угловъ суть 
величины перемвнныя (теоремы 44, 117, 175 и 68); поетоянной 
величиной является въ этомъ случаВ также сумма вифшнихь угловъ 
многоугольника, такъ какъ сумма эта во всякомь мпогоугольнякв 
равняется 44. 

Перемфнныя воличипы можно различать трехъ родовъ: возраста- 
юния, убывающия и разно-перембиныя. Возрастилощею называется 
величина, которой значешя, при данныхь усломяхъ, возрастают, 
т. е. становятся все больше и больше, убывающею— такая вели- 
чина, которой зпачешя ири данныхь усломяхь убывають, т. е. 
становятся все меньше и меныие; разно-перелиьиною можно называть 
такую величина, которой значе я то возрастаюль, то убывають. 
Такъ, напр., перемфщающаяся сфкущая данной окружности, под- 
чиненная тому условию, что опа должна проходить чрезъ поподвижную 
точку, лежащую внф этой окружпости, есть величина возраетаю- 
щая, пока сВкущая приближается къ центру круга; удаляясь отъ 
центра, опа становится величиною убывающею. Еще примфръ:” 
если одна сторона треугольника совпадаеть съ какою-нибудь ие- 
подвижною хордою круга, а вершина его движется въ какомъ- 
пибудь одномъ направлеши по большей части окружности, то ве- 
личина одного изъ прилежащихь къ данной хорд угловъ есть 
величина возрастающая, а величина другого изъ нихъ величина 
убывающая; равнымь образомъ величина одной изъ двухъ сторонъ 
этого треугольника сеть величина возрастающая, а величина дру- 
той— убывающая. 

Изь убывающихь величинъ особеиаго внимашя заслужива- 
зотъ величины, извфетныя въ паук подъ назвашемь безконечно- 
малыхь величинъ. Если данная убывающая величина поставаена 
въ ташя ‘условя, что можеть принять значенюе, которое меньше 
всякой, напередь заданпой, сколь угодно малой постоянной вели- 
чины, т0 таказ перемфниая величина пазывается безконечно-убыва- 
зощею, или (менфе точно) безконечно-малою величиною. 

:. Особенно замфчательны тв безконечно-убываюция величины, 
которыя не могутъ обратиться въ нуль. Примфръ: пусть данъ пря- 
моугольный треугольниюь, пусть вершина одпого изъ острых угловъ 
его ‘удаляется отъ противолежащаго' ей катета; пусть, паконець, при’ 


каждомъ положеши этой движущейся вершины проведена гиноте- 
нуза, соединяющая эту вершину съ неподвижною вершиною дру- 
гого остраго угла. Острый уголь, вершина котораго удаляется, 
есть величина убывающая (ехВдетые теоремы 46); кромф : того, 
этоть уголь пе можеть обратиться въ нуль; наконець, замчательно, 
что онъ можеть принимать тавшя значения, которыя меньше всякаго 
нзпередъ заданнаго постояннаго угла; такимъ образомъ этотъ уголь 
есть величина безконечно-малая. Еще примръ: пусть данъ правиль- 
ный многоугольникъ, пусть чиело его сторонъ удвоено, потомъ удво- 
ено число сторонъ вновь полученпаго многоугольника, затфмъ 
снова удвоено число сторонъ этого посяВдняго и т. д., и пусть, 
наконець, ничто не препятствуеть удвоенйо числа сторонъ много- 
угольника; сторона многоугольника, поставленнаго въ тая усло- 
з!я, есть величина перемфнная, притомь убывающая; кромВ того,, 
эта сторона не можеть сдБлаться равною нулю; наконець, опа 
облахаеть еще тзмъ свойствомъ, что можеть быть сдфлана мензе 
всякой. напередь заданной, сколь угодно малой дзины (ибо при 
этихъ усломяхь всегда можво построить такой многоугольникъ, 
сторона которато была-бы менфе намередъ заданной памъ прямой). 
Стахо-быть, сторона правильнаго многоугольника съ удваивающимея 
чиеломъ сторопъ, если этому удвоенио не положено никакихъ 
препятствй, есть величина безконечно-малая. 

Изъ возрастающихь величинъ особеннаго внимая заслужи- 
ваютъ величипы, извфетныя въ наук® подъ назвашемь безконечно- 
больцихъ величии. Еели данная возрастающая величина поставлена 
въ тавя условя, что можеть принять такое значеше,‘ которое 
болБе веякой, напередъ заданной, сколь угодно большой постоянной 
величины, то такая возрастающая величина называется безконечно- 
возрастающею , или (менфе точно) безконечно-большою величиною. Тахъ, 
вапр., разстояве двухъ точекъ, все боле и боле удаляющихся 
другъ оть друга, если увеличено разстоявя между ними не позо- 
жено никакахъ препятств!, есть величина безконечно-возрастающая. 

Величины, не принадлежания ни къ классу безконечно-малыхъ 
величииъ, ни къ классу безконечно-большихь, называются конечными. 
Всякая постоянная величина есть величина конечная; вромф того, 
веЪ перембиныя величины, за исключешемъ безкопечно-малыхь и 
безконечно-большихь величить, суть тоже величины конечныя. 
Вь числу конечныхь величинъ причисляется также и нуль. 

Если разпость между постоянною величиною и нфкоторою 
перем®нною равна безконечно-малой величин, то эта постоянная 
величина называется оредьломе данной перем$нной величины. Такъ, 
папр., если въ прямоугольномъ тр—вВ одна изъ вершинъ его уда- 
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ляется оть противолежащаго ей катета, продолжая все время оста- 
ваться на продолжеши другого катета, и если этому удаленно не 
положено пикакихь препятствй, то удаляющаяся вершина вмзст® 
съ ‘остальными двумя неподвижными вершинами прямоугольнаго 
треугольника опредфляеть такой ирямоугольный треугольникъ, в5 
которомь острый уголь, прилежащй къ неподвижному катету, 
увеличивается; но при этомь разность между возрастающимъ 
(стало-быть, перемфннымъ) острымьъ угломь этого треугольника н 
прямымь его угломь (т. е. постояннымъ угломъ) есть величина 
безконечно-мадая. 65 этоме случаь прямой узле есть предълв 
возрастающало остроло ула прамоуюльналю треуюлуника. 

Замфчане 1-0е. Термины „безконечно-малая величина“ и 
„безконечно-большая величина“ не вполив точно характеризують 
этого рода перемфнныя воличины: должно помнить, что каюъь бы 
маха данная постоянная величира ни была, опа вео-таки пе есть 
величина безконечно-малая, и какъ бы опа волика ни была, она 
не есть величина безконечно-большая. Кромф того, должно пом- 
нить, что „безконечно-малыми“ и „бозконочно-большими“ являются 
не тв значеня, которыя величина того или другого рода припима- 
етъ при своихъ измВиещяхь, а что этимъ именемъ лишь назы- 
вается та или другая перемВиная оеличина: о тЪхъ же значешяхь, 
которыя принимаете дашная безконечио-малая (пли безконечно- 
большая) величина при своихъ измфнешяхь, можпо сказать, что 
эти значешя малы, очень малы, (велики, очень велики), но не без- 
хонечно-малы (не безконечно-велики). 

’„ Замфчане 2-е. Нуль, какъ извЪстпо, принимается въ ма- 
темаликВ за величину; понятно, что его приходитея припимать 
за величину копечную, такъ какъ онъ сохраняеть одно и то же 
значеше и поэтому представляоть собою постоянную величину. 
По этой причин нзкоторые опредвляють бозконечно-малую воли- 
чину какъ перемфнную, которая обладаотъ тВмъ свойствомъ, что 
разность между нею и пулемъ можеть быть менфе всякой, напе- 
редъ заданной, конечной величины. 

Замбчане 3-е. Въ ариеметик тоже вотрёчаемъ примбры по- 
стоянныхь.и перемфнныхь величинъ (возрастающихь, убывающихъ, 
безконечно-малыхь и безконочно-большихь), а также примфры пе- 
ремвиныхь величинъ, стремящихся къ извЪетнымъ предзламъ. Тахъ, 
папр., всякое данное цёлое число, а равно всякая данная обык- 
новенная дробь есть величина постоянная; если подчинить цфлое 
число тому условно, чтобы чиело его цифръ безпрепятственно уве- 
чичивалось, то это число есть величина перемфнная, возраетаю- 
шая, и притомъ безконечно-большая; если подчинить дробь тому 
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условию, чтобы знамелатель ея безпрепятетвенно ‘увеличивался, то 
въ этомъ случа мы будемъь имфть дфло съ величиною перемн- 
ною, убывающею, и притомь безконечио-малою; если разсматри- 
вать породичеекую десятичиую дробь какъ перемфиную величину, 
возрастающую съ присоединешемь къ взятымъ уже цифрамь ея все 
новыхъ и новыхь цифръ, то обыкновенная дробь, отъ обращеня 
которой въ десятичную произошла данная перодическая дробь, 
есть предьль этой посльдней. 

Обозначешя. Условимея безконечно-малыя величины обоз- 
началь строчными буквами греческаго алфавита: а, В, тит. д., 
перемфиныя величины послёхними прописными буквами латинскаго 
алфавита 2, У, Х и т. д., предфлы перемфнных»ь величинь— пер- 
выми прописными буквами латинскаго алфавита А, В, С ит. д.; 
если величина А есть предфль величины Х, ведичина В— предёль 
велачины У и т. д., то уеловимся ото обозначать так: 

А = пр. Х, В = пр. У, или пр. Х = А, пр. Х = В. 

Замбчане. Если А == пр. Х, то это вначигь, что разность 
между переминою велачиною Х и поетоянною величиною А ееть 
величина безкопечно-малая, т. е. что либо 


ХА ‚ откуда Х== А-а, 


либо же 
А—Х=х, откуда Х=Ар—а, 

гдВ х обозначаеть безконечно-малую величину. Въ первомъ сху- 
чаф перемфиная стремится къ своему предёлу убывая, во второмь 
возраетая. Хотя въ математикв вотр6чаются также и разно-пере- 
мфнныя величины, которыя стремятся къ своимъ предфламъ то убы- 
вал, то возрастая (папр., перодическая непрерывная дробь), но 
ниже мы будемъ имфть дфло исключителино съ такими перемфн- 
ными величинами, которыя стремятся къ своему предёлу либо воз- 
фастая, либо же убывая. 

НЪхкоторыя теоремы о безконечио-малыхъ вели- 
чинахъ.—Въ основ® учешя о способ предБловъ лежать слё- 
дующя теоремы о безконечно-малыхь величинахь *): у 

Лемма 17. Если положительная безконечно-малая величина 
болфе какой-нибудь положительной везичины, то эта послвдняя 
равпа либо безконечно-мазой величин, либо нузю. 

Довазательство. Пусть положительная безконечно-малая ве- 
ичина 

>, 


*) Сохранясмь, дин облегченя справокъ, общую пумеражно хемыъ и тео- 
`ремъ, несмотря на то, что содержаве ифкоторыхь изъ нихь ве имфетъ 
чисто-геометрическато характера. 
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гдф № обозвачаеть какую-то неизвфстную намъ положительную 
величину; требуется доказать, что равно либо безконечно-малой 
величин%, либо же нулю.—Для доказательства этого предположимъ, 
что К ис есть пи безконечно-малая, пи пуль; въ такомъ случа 
® равно либо положительной безконечно-большой величии (чего 
быть не можеть), либо же какой-нибудь положительной конечной 
величин» (чего тоже быть не можеть). А потому Ё равно либо 
иЪкоторой безконечно-малой величин», либо же нулю. Что и 
требовалось доказать. 


Теорема 180. Если безконечно-малую величину помножить 
на дробь правильную, то въ результать получитея безконечно- 
малая величина. 


Доказательство. Пусть даны: безконечно-малая величина & и 


2 : 
правильная дроб) т требуется доказачь, что произведеше 
ах Ф. 
Ч 
есть величина безконечно - мазая.—-Для доказательства этого нри- 
мемъ во внимаше, что произведене 


у 2, 
Ч 


т. е. что это произведеше мепфе безконечно-малой величины @. 
Стало-быть (лемма 17) произведеше 
р 
ах — 
4 
есть величина либо равная пулю, либо безконечно-малая; но про- 
изведене двухъ величинь можеть равняться нузю только въ томъ 
случаВ, если одинъ изъ множителей равенъ нулю, чего въ данномъ 
случа быть не можеть. Стало-быть, произведен!е это есть вели- 
чина безконечно-малая. Что и требовалось доказать. 

Сл5детве. Если безконечно-малую величину помножить на 
безконечно-малую дробь, то въ результатв получится безконечно- 
малаа величина. ДЪйствительно: если % есть безконечно-малая 
величина, а 8 — безкопечно-малая дробь, то 


ажв<ах 2, 
4 


гдз 2 обозначаеть нфкоторую конечную правильную дробь; но 
$ 


«Ж < <а, 
<тало-быть, и подавно (аксюма 7-ая) ахВ<а. 

Теорема 181. Юели безконечио-малую величину умножить 
на какое угодпо постоянное цфлое число, 10 въ результалв полу- 
чится величина тоже безконечно-малах. 

Доказательство. Пусть х обозначаель величину безконечно- 
малую, п обозначаетъ какое нибудь постоянное цзлое число; тре- 
буется доказать, что произведее а. есть величина тоже без- 
‘конечно-малая, т. е. что значеня этого произведешя могутъ быть 
«сд®ланы мензе всякой наперодь заданной постоянной величины. — 
Для доказательства этого предположимъ, что буква т обозначаеть 
иЪкоторую произвольно взатую посточяную, но сравнительно малую, 
величину; тогда существуеть какое-нибудь значеше %„ безконечно- 
малой величины х, которое имзеть то свойство, что 


т 
[3 "< ‚ откуда аи. <. 


Это зиачить, что нЪкоторое заачеше произведеня х.п менфе 
произвольно взятой нами постоянной, притомъ сравнительно 
малой, величины 2%. Стало-быть, произведеше х,® можеть при- 
нять зпачеше, которое моньше изкоторой, произвольно взятой нами, 
постоянной величины т. Точно такъ же можно доказать, что 
произведено «.® можеть принять значеше, которое мепыше какой 
вибудь другой конечной, сколь угодно малой, величины р, 4 или 
’, & также, что произведен! это можеть принять значея]е, меньцее 
всякой, произвольно выбранной или наиередъ заданной, величины. 
Стало-быть, это произведене ость величина безконечно-малая. Что 
ц требовалось доказаль. 

Слфдетве 1-ое. Если какую-нибудь безконечно-малую вели- 


р 
чипу х помпожить па постоянную неправильную дробь — , то по- 
4 
лучениое произведеше есть величипа тоже безконечно-малая. — 


* 2 В 
ДФИствительно: если — есть постоянная неправильная дробь, то 
$ 
существуеть такое постоянное цфлое число %, которое больше этой 
дроби, и тогда 
р В р 
«. — <@4.1; а вь такомъ елучаВ произведеше а. — 

4 9 
меньше другой безкопечно-малой величины, т. е. представляет 
собою (лемма 17) величину безконечно-малую. з 

12° 
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Слфдетве 2-е. Если какую-вибудь безконечно-малую вели- 
чину х помпожить на какое либо конечное перемфнное число, то 
полученное произведене есть величипа тоже безконечно-малая. — 
Действительно: если перемфнное число д есть число конечное, то 

а.2<«.т, 


гдф и обозначаеть дфлое число, большее, чЪмъ конечное число 
д. Нох. ю есть величина безконечно-малал. Стало-быть (лемма 17), 
проивведее а.х есть величина безконечно-малая. 

Замфчанме. Безконечно-малыя величины могуть быть равны, 
могуть быть и не равны между собою: это внолнВ зависить отъ 
ихьъ происхожденя. Такъ, напр., дв8 величины 

т 1 


И 
Отъ 4% 

при безпрепатетвенномъ увеличеши пфлыхъь показателей т и и, 

вообще различны; значевя первой величины суть: 

1 1 1 1 т в 1 1 


ПВ 16? д п" 
значешя же второй суть: 
тт 1 1 1 


4” 16 64 ? 256 * 1224 ''''"? 
очевидно, что, при одинаковых значешяхъь показателей м и п, 
1 1 
> 
от 4% 


и 910 для равенства этихъ величинь показатели # и ® должны 
быть подчипены нЪкоторому условшо. За-то слфдующия дв дроби: 


1 Зт 
рений 
10% 30» 
равны между собою, потому что всегда 
3% 3% р 


30% 3. 10и 10’ 

каковы бы ни были зпачевя, припимаемыя показателями 1. А. 
потому, если показателя т подчипить тому условю, что онъ долженъ 
принимать безпренятственно возрастаюлуя звачешя чисеть налу- 
ральнаго ряда чисель: 1, 2, 3, 4,65, ..... ‚ то въ такомь 
случа послёдая дв дроби будуть величипы безконечно-малыя, 
притомъ равныя между собою. 

Теорема 1532. Если дано какое нибудь конечное число 
безконечно-малыхь величин, то сумма ихъ есть величина тоже 
безконечно-малая. 
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Доказательство. Пусть дано и безконечно-малыхь величинъ 
а, ВВ т ,..., №, У; требуется доказать, что сумма этихъ вели- 
чинъ, 1. е. 

ав... фичу 
есть величина безконечно-малая.—ЛДля доказательства этого пред- 
ставимъ себф безконечно-махую величину о, которая больше каж- 
дой изъ данныхь безкопечно-малыхь величин; в 

&«--В у... -у<р. 

Но проязведее о. сель величипа РТИ (теоре- 
ма 181), а потому (лемма 17) и сумма 

&-- ВТ... ву 
есть велачипа тоже безконечно-малал. Что и требовалось доказать. 

Теорема 183. Если дв величипы безконечно-малы, то 
разность ихъ есть величила либо безконечно-малая, либо же рав- 
ная пулю. 

Доказательство. Пусть х и В представляють собою двф без- 
конечно-малыя величины; требуется доказать, что разпость 

а 
есть величина либо Рось 3160 же равная нулю.— 
Для доказательства этого примемъ во внимаше, что разность 
«—В<а. 

Это значить, что разносль х — В должна быть менфе безконечно- 
малой величины х; во менЪе безконечно-малой величипы можеть 
быть либо другая безкопечно-махая величина, либо же нуль 
(лемма 17). Слчало-быть, разность а — В, если а и В суть вели- 
чины безконечно-малыя, есть величина либо безконечно-малая, 
ибо равная нулю. Что и требовалось доказаль. 

Замфчане. Начинающему можеть придти въ голову мысль, 
будто отпошеше (частное) двухъ безконечно-малыхь величинъ тоже 
всегда величина безконечно-малая; но эта мысль ошибочна. —ДЪи- 
ствительно: произведене безконечно-малой величины я па конечное 
число п равно тоже безконечно малой величин%, напр., безконечно- 
малой величин В, т. с. . ®=8; поэтому частное 


2-=п; 


отсюда мы видимъ, что отношеше двухъ безконечно-малыхъ вели- 
чинъ можеть быть равно цфаому или другому конечному числу я. 
Можеть, конечно, случиться, чтобы частное двухъ безконечно-ма- 
лыхъ величинъ было величиною безконечно-малою, но это вовсе не 
обязательно для всякихь двухъ безкопечно-малыхь величинъ. 
Основныя теоремы теор предфловъ.—Теорля пре- 
ДЬловъ обыкновенно излагается въ учебникахъ начальной геометрии 
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не во всемъ своемъ объем%, такъ какъ для цфлей Геометри 
вполнф достаточно слфдующихь трехъ теоремъ: 

Лемма 18. Разность между двумя постоянными величинами 
можеть быть равна либо нулю, либо другой постоянной величин. 

Доказательство. Пуеть даны дв поетоянныя величины М и 
№; требуется доказать, что разность М —М не можеть бытъ ни 
величиною безвонечно-малою, ни величипою безконечно-большою, 
ни какою либо иною перемЪнною величиною. — Для доказательства 
этого предположимъ, что 

мМ—М=>, 
тдВ буква х обозначаеть величину перемфныую (конечную, без- 
хонечно-малую или безконечно-большую); во всякомъ случав тогда 

М=мМ-х, 
тдБ М есть величина постоянпая; но сумма М -|-- х доажна быть 
величиною перемённою, потому что одно изъ слагаемыхь этой 
суммы есть величина постоянная, а другое— величина перемфнная. 
Такииъ образомъ постоянияя величина равняется перемнной, 
чего быть пе можеть (апойома 1-я). СлФдовательно разность между 
двумя постоянными велачвнами не можетъ быть равна ни конеч- 
ной перемфнной величин, ни безконечво-малой, ни безконечно- 
большой величин. Стало-быть, разность между двумя постоянными 
величинами М и № можеть быть равна либо нулю, либо ка- 
кой нибудь другой постоянной зеличии®. Что и требовалось до- 
ЕаЗать. 

Теорема 184. Если изъ двухъ (возрастающих или убываю- 
щихь) величинъ каждая иметь нзкоторый предфль иесзи эти дв 
величины остаются при вебхь своихъ измфнешахь равны между 
собою, то ихъ предфлы между ©0бою тоже равны. 

Доказательство. Пусть величины Х и У суть величины пе- 
ремфнныя, пусть А = пр. Х, а В = пр. У, и пусть, наконецъ, 
Х = У при вебхь измфнешяхь этихь величинъ; требуется дока- 
зать, что А = В.—Для доказательства этого допустимъ, что 06%. 
величины стремятся къ своимъ предбламь убывая, и примемъ во 
внимане, что если 

А = р. Х, а В=нр. У, 
10 въ такомъ случаВ 
Х=А-езХ=В- 
Но ХиуУ равны между собою при вефхь своихъ измфнешяхь,. 
стало-быть, всегда (акоома 5) 
А-+*=В- В, откуда А —В=В—я 
Вторая часть этого равенства должна быть равна либо величин. 
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безконечно-малой, либо же нулю (теорема 183). Но первая часть 
того же равенства, т. е. разность 
А—В, 
не можеть быть равна величин безконечно-малой (лемма 18); 
слвдовательно об разности равняются нулю, т. е. 
В—@= 0, 
= также 
А —В-==0, откуда А=В. 

Точно такъ же ведется доказательство и въ случа, если величины 
Х и у 008 суть величины, стремяцияся къ своимъ предбламъ воз- 
растая. Стало-быть, если двф ‘возрастающя или убывающця вели- 
чины нмфють предёлы и если опф равны другъ другу при вобхь 
своихъь измёнешяхь, 10 и предблы ихъ между еобою равны. Что 
и требовалось доказаль. 

Замфчане. Выше не разсмотрнъ случай, когда об пере- 
мфнныя величины принадлежать къ числу разно-перемВнныхъ. 

Теорема 185. Если изъ двухъ (возрастающихь или убываю- 
щихъ) величинъ каждая имфетъ нфкоторый предБлъь и если отно- 
шене одной изъ этихь величинъ къ другой при веёхь ихъ изм- 
неняхь, равно одному и тому же постоянному числу, то отвошеше 
предфла первой величины къ предвлу второй равно тому же по- 
стоянному чивлу. 

Довазательство. Пусть даны дв» перемЪнныя величины Хи 
У, пусть пр. Х == А, вр. У=В, пусть, нажонець, при возхь 
измвнешяхь величинъ Хи ХУ, отношеше 


=т, 


| 4 


гдь м есть число посточниое; требуетел доказать, что 

— =”. 

В 

Для доказательства этого допустимъ, что 066 величины Хи У 

стремятся въ своимь предфламъ убывая, и примемъ во внимаше, 
чт0 если 
пр. Х=А, ар. У=В, 10 Х=А- аа У=В-В. 
Но такъ какъ по условно 


=”, 


то (акоома 5) 
Ао 


= от А-а =В и. 
во п ‚ откуда + « т —- Вт 
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Каждая изъ обфихь частей поелфдияго равенства представляеть 
величину перемёниую, и притомъ первая чаеть представляет с0- 
бою перемфнную величину, отличающуюся оть поетояпной А на 
безконечно-малую величину х, & вторая — перемфнную величину, 
отличающуюся отъ постоянной величины В на безконечно-малую 
величину Вт (хеорема 181); а потому величипа А есть предфтъ 
ъперсыфнной величины А -|- а, а величина Вии ееть предблъ перо- 
мБнной величины В -- В. Слфдовательно (теорема 184) 


А 
—=В.т, откуда — =т. 
уд: В 


Точно такъ же доказывается справедливость этого равепства въ 
случаЪ, если величины Х и ХУ стремятся къ своимь предьламь 
убывая. Стало-быть, если 

А = пр. Х, а В=пр.У 
и если 


х А 
= т ‚тои Ве тп. Что и требогалось доказать. 


Замбчане 1-ое. Случай, когда величипы Х и У стремятся къ 
своимъ предфламъ то убывая, то возрастая—выше ие разсмотр%нъ. 

Замфчане 2-ое. Въ дальнёйшемъь изложеши мы будемь 
пользоваться преимущественно теоремами 181, 184 и 185. но на 
основанш тбхьъ же теоремъ легко могутъ быть доказаны сл6дующя, 
примфневе которыхъ ведеть къ большимъ сокращешямъь въ вы- 
кладкахь: предвль суммы конечнаго числа перемввныхь величинъ 
равенъь сумм предЬзовъь ея сзагаемыхъ; предЪль произведеня 
постоянной величины па перемфнную разешь этой постоянпой, 
умноженной па предфль данной перемнпой; предфль произведе- 
вя конечнаго числа перемфнныхь величинъ равенъ произведенио 
предвловь тЪхъ же перемнныхь; наконець, нредьль отношен!я 
двухъ персмфнныхь разень отношению предВловъ тёхъ же пере- 
мВнныхъ. —Доказательство этихъ теоремъ предоставляется, въ ка- 
чествЪ весьма полезнаго упражнешя, учащемуся. 

Допущеше относительно всякой кривой лиш и. — 
Относительно всякой кривой лиши дФлается ся5дующее допущеше: 
длина отрёзка всякой кривой лиши можеть быль выражена въ 
еданицахь мфры длины. 

Замбчане. Что называется длиною отрфзка кривой линш— 
знаеть всяый, н поняме о длин отрфзка кривой принадлежить къ 
числу первоначальныхь, основныхъ, не подлежащихь опредфлено. 
— Длина отрфзка кривой есть величина; а потому, если отрЪ%зокъ 

—- * слоэЖтчит помалямт, получонпой отрфзокь — снова попо- 
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ламъ ит. д., и если этому двлешю не положено никакихъ препят- 
ств, то длипа этого частнахо есть величина безкопечио-малал. 

Теорема 186. Бели число сторонъ правильпаго внисалнаго 
мпогоугольника удваивастся, число сторонъ полученнахо много- 
угольника вповь удваивается и т. д., и если этому удвоеню не 
положено никакихь пропятетв, то сторона такого многоугольника 
съ безкопечно-возрастающимь числомь сторонъ есть величина 
безконечно-малая. 

Доказательство. Пусть дашь какой либо правальный виисан- 
пый многоугольник, нусть число его сторонъ удваивается, число 
сторонь полученнаго мпогоугольника вновь удваивается и т. д., 
и пусть этому удвоеио не положено никакихь препятстий; тре- 
буетея доказать, что сторона этого многоугольника съ бевконечно- 
возрастающимь числомъ сторонъ есть величина безконечно-малая. 
— Для доказательства этого примемъ во внимане, что съ удвоенемъ 
числа сторонъ дуга, стягиваемая сторопою многоугольника, умень- 
шается, и этому уменьшенно не положено никакихъ преплтетый. 
Слфдовательно эта дуга есть величина безконечно-малая. Но сто- 
фона, стагивающая эту дугу, меныпе дуги (донущене 6-ое относя- 
тельно прямой линш). Стало-быть (лемма 17), сторона правиль- 
ваго многоугольника съ безконечно-удваивающимея числомъ сто- 
ронъ есть величина безконечно-малая. Что и требовалось доказать. 

Слёдетв!е. Радусь правильнаго виисаннаго многоугольника 
съ бевкопечно-удваивающимея числомь сторонъ есть предфль ало- 
оемы того-же многоугольника. — ДЪйствилельно: если ражусъ много- 
угольника съ безконечно удвайвающимея чиеломъ сторонъ обовна- 
ченъ буквою В, а аповема его—-буквою Х, то 


2 
В 


тдф 2 обозпачаеть сторону правильваго вписанваго многоуголь- 
ника съ безконечно-удваивающимея числомь сторонъ (слёдетве 


д 
теоремы 44). Но величина уе ссть величина безконечно-малая 


{теорема 186 и теорема 180). Стало-быть, 


Ха, 
тдё х обозначаеть величвву безконечно-малую, а въ такомъ случа 
В=пр. Хх. 


Теорема 18%. Еслв число сторопъ правильнаго описаннаго 
многоугольника удваивается, число сторонъ полученнаго многоуголь- 
ника вновь удваивается и т. д., и если этому удвоенио не поло- 
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жено никакихь препятетый, то сторона такого многоугольника съ 
<> безконечно-возрастающамт числомъ сторонъ сеть величипа без- 
конечно-малая. 

Доказательство. Пусть данъ какой либо правильный описан- 
ный мпогоугольникъ и пусть число сторонъ его безконечно удван- 
ваетен; требуется доказать, что сторона этого многоугольника есть 
величина безконечно-малая.—Для доказательства этого примемъ во 
внимаше, что (слфдетве теоремы 163) 
= .О Ь 


РИ 
и? 


— ав 


6» а р 
Яв и 2 — в * 


Съ увеличешемь л до безкопечности, величина а» дздается вели- 
чина безконечно-малой, & дробь, на которую умножена эта вели- 
чина, остается везичиной конечной. Поэтому также и би есть вели- 
чина безконечно малая (слВдетые 2-ое теоремы 181). Что и тре- 
бовалось доказать. 

Сл5детв!е. Апооема описаннаго правильнаго многоугольника 
съ безконечно-удваивающимея числомъ сторонъ есть предфль его 
радуса.— ДЪйствительно: если аповема описаннаго многоугольника 
съ безконечно-убывающимъ числомъ сторонъ обозначена буквою 
А, его ратусъ буквою Х, то. 

ео 
Х—А<—> 
2 


тв 1 обозназаетъ сторону правяльнаго описаннаго многоуголь- 
х 
ника СЪ безконечно-удваивающимся числомъ сторонъ. Но кз есть 


величина безконечно-малая (теорема 187 и теорема 130). Стало-быть, 
Х — А=а, ГА а обозначаеть величину безконечно-малую, & 
въ тавомъ случа А == пр. Х. 


Опредвленйя. Если изкоторая ломаная и нфкоторая кривая 
имфють обиие концы, если 00$ лежать по одну и ту же сторону 
прямой соединяющей эти концы, в если одна изъ ли лежить 
вся между другою изъ нихъ и этою прямою, то вторая изъ вихь 
называется обвемлющею, а первая—обсемлемою линею. Такъ, со- 
ставленная изъ хордъ данной выпуклой кривой ломаная называется 
по отношенйо къ этой кривой обземлемою, кривая-же по отношению 
къ ломаной называется обземлоющею; выпуклая ломаная, составленная 
изъ касательныхь къ данной выпуклой по отношеню къ кривой 
называстся обвемлмющею, а кривая по отношенио къ ломаной — 
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Донущене относительно объемлемой кривой ли- 
ии. Относительно объемлемыхь кризыхъ дфлается слФдующее 
допущен: всякая выпуклая объемлемая кривая мене ломаной 
или кривой, се объемлющей. 

Замбчане 1-0е, Это допущеше извфстно въ наукВ подъ на- 
звашемъ оторою Архимедова постулата, по имени славн®йшаго 
геометра древности Архимеда, жившаго въ ПГ в. до Р. Хр. До- 
пущеше же 6-ое о прямой лиши представлять 6060ю первый 
„Архимедовв постулатв. 


Замфчаше 2-0е. Что зыпухлая объемлемая ломапая мене 
объемлющей ломаной доказызается слфдующимъ образомъ: пусть 
(черт. 207) элементы объемлемой ломаной АбЕШКЕ продолжены 
до пересфчешя съ объемлющей ломаной 
АВСРЕ; тогда (теорема 44): 

лом. АВСРЕЕ > чом. АГООЕЕ, 

лом. АГОРЕЕ > зом. АСМЮЕЕ, 

лом. АСМОЕЕ > лом. АСНМЕЕ, 

ом. АСЫМЕЕ > лом. АС@НТРЕ, 

лом. АСНТРЕ > зом. АСНИКЕ. 
А въ тахомъ случаВ и подавно (акоюма 7) Черт. 207. 

дом. АВОБЕЕ > лом. АбЫКЕ, 

что и требовалось доказаль.—То же доказательство примфнимо въ 
случаЪ, если объемлющая ляшя АВСРЕЕ есть лишя кривая, но 
непримВнямо, если кривая есть лия объемлемая. 

Теорема 188. Если радусь двухъ окружностей равны между 
собою, то длина одной изъ нихъ равна длинЪ другой. 

Доказательство. Пусть (чертежа въ этомь случа не тре- 
буется) рамусы двухъ окружностей равны между собою; требуется 
доказать, что длина одной изъ нихъ равна длин® другой.— Для 
доказательства этого примемъ какую либо точку А первой изъ. 
нихъ за начало и копецъ этой окружности, а точку В второй окруж- 
ности за начало и конець второй. Наложимъ вторую окружность на, 
первую такъ, чтобы онз совпали, что возможно (теорема 101-зя). 
Если при этомъ точка В совпала съ точкою А, то длина одной 
окружности равна длинз другой; есзи же онф не совпали, то, 
повернувъ одну изъ нихъ вокругь центра до тЬхь поръ, пока. 
точка В совпадеть съ тозкою А, получимь, что длина первой 
окружности равна длин второй. Что и требовалось доказать. 

Слёдстве. Длина охружноети, описанной даннымъ радусомъ 
изъ какого угодно центра, есть величина. постоянная. — Дфйстви- 
тельно: длина окружности не зависить оть положеня точки, лряни- 
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маемой нами за начало н конець окружности (теорема 188}; 
Ноэтому длина окружности, описанной дапнымъ радбусомъ, пе мо- 
жетъ припимать различныхь значе. 

ЗамБчане. Предполагая, что понят!е длины кривой въ па- 
шемъ умф выработано и уже существуеть, мы принимаемъ тахже, 
что длина веякой окружности можеть быть выражена въ линей- 
ныхь мфрахь. И дВйствительно: мы легко можемь еебЪ предета- 
вить, что длина какой нибудь окружности равняется 15-ти футамъ, 
3-мъ воршкамъ или 26'/, веретамъ. Тавя окружности мы можемь 
себ представить, хотя-бы мы и не были въ состояши начертить 
окружность, имфющую ту или другую длину, т. ©. хотя-бы и не 
были въ состолыи найти радусь такой окружности, которая имфла 
бы данную длину. Ниже вылепено-—кахова именно зависимость 
между длипою всякой окружности п длиною ея ращуса. 

Теорема 189. Если одинъ правильный многоугольникъ вии- 
санъ въ данный кругъ, а другой, того же числа сторонъ, описанъ 
около него, если число сторопь каждаго неограниченно удваивается, 
10 разность между периметрами соотвтетвующихь многоуголь- 
никовъ съ безкопечно-увеличивающимся числомъ сторопъ, а также 
разноеть между ихъ площадями суть величины безконечно-малыя. 

Доказательство. Пусть периметрь правильпаго олисаннаго 
многоугольшика съ безконочно-увеличивающимся числомь сторонъ 
обозначень буквою ТР, а периметръ одпоименнаго вписаннаго 
многоугольника-—-буквою’ р, площадь лерваго—-буквою @, площадь 
второго-—буквою 9, рамуеь перваго —буквою В, а радусъ второго— 
буквою т; требуется доказать, что 

Р—р=а, аш @ — па. =8, 
тд @ и В обозначають пзкозорыя безковечно-малыя величины. — 
Для доказательства этого примемъ во внимаше, чт0 
р В ‚< щ.09 ВА 
— == — (теорема 162) и —— = — 
р г ил. 0 9 
Изь первой пронорща имфомъ: 
Р— В —х 
а — ож Р—р= (В — 
а изъ второй пропорщшия имфемъ: 
пл. @ — 1.0 


и = 


(слВдетые теоремы 177). 


откуда 


‘пя. @ — ша. 9 == (В? — 1). 1 =(В —*). Е 
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... 


ЗВь равенетвахь (Г) и (П) разность В — г есть безконечно-малая 
величина (слфдстые теоремы 187), а соотвтетвенные множители 
р В+). 

И лы 

т 
суть множители конечные, а потому (слфдстве 2-0е теоремы 181) 
Р—р=—а, аш. @ — ия. 4а=8, 
тд х и В обозпачають величины безконечно-малыя, Что и требо- 
залось хоказаль. 

Теорема 190. Длина окружности есть предЪль пориметра 
правильнаго, вписаизаго въ нее, миогоугольника съ безконечно-удваи- 
вающимея числомъ сторонъ, & также предЪлъ периметра правизь- 
наго, описаннаго около пел, многоугольника съ безконечно-удваи- 
зающимея числомь сторонъ. 

Доказательство. Пусть длина окружности обозначена буквою 
С, цериметръ правильшаго описаннаго около нея многоугольника 
съ безкопечно-удваивающимся числомъ сторонъ—буквою Р, и пе- 
риметръ правильнаго вписаннаго въ нес многоугольника съ безко- 
нечно-удваивалощимея числомъ сторонъ—буквою р; требуется до- 
хазать, что С == пр. р == пр. Р.—Для доказательства этого при- 
мемъ во впимаше, что С <Р (допущеше относительно выпуклой 
объемломой кривой) 


то р==р (акоюма 1-ая), 


откуда (акоома 9-ая) 
С—р<Р—^р. 
Но разность Р—р есть величива безконечно-малая (теорема 
189); стало-быть, и разность С — р есть величнна безконечно- 
малая (ломма 17-ая). А потому 
С = пр. р. 
Съ другой сторопы: 
Р =Р (акоома 1-ая), 
а 
С>р (допущеше 6-ое о прямой); 
откуда (акстома 10-ая) 
Р-С<Р—р. 
Но разность Р — р есть величина безконечно-малая (теорема 
189); стало-быть, разность Р — С тоже безконечно-малая вели- 
чина (лемма, 17-ая). А потому: 
С = пр. Р. 
= пр. р = пр. Р. 
Чт и требовалось доказаль. 


Стало-быть, 
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Теорема 191. Площадь круга есть предфль площади пра- 
вильнаго, вписаннаго въ него, многоугольника съ безконечно- 
удванвающимея числомъ сторовъ, а также и предёть площади пра- 
вильнаго, описаннаго около ного, миогоугольника съ удваивающимся 
числомъ сторонъ. 

Доназательство. Пусть паощадь описаниаго многоугольника 
обозначена буквою (©, площадь вписапнаго—буквою 4, а площадь 
круга—буквою О; требуется доказать, что 

пл. О == пр. 4 =. 9. 
Для доказательства этого иримемъ во вниман!о, что (акс1ома 1-ая) 
пл. О<ш. 9%, 
пл. 0 = пя. 9; 
отсюда (акоюма 9) 
ла. О — ш. (<. 9 — щ. 9; 
но разность площадей @ ид есть величина безконечно-малая (те- 
орема 189); слфдовательно и разность ил. О — пл. 4 тоже вели- 
чина безкопечно-малая (лемма 17-ая); откуда 
ил. О = пр. па. 4. 
Съ другой стороны: 
пл. { == пл. ( (акоюма 1-ая), 
пл. О > ш. д (акоома 1-ая); 
отеюда 
пл. @ — ш. О < и. 9 — пл. 0 (акоюма 10-ая); 
но разность площадей (@) и есть величина безконечно-малая; сл}- 
довательно и разность пл. @ — пл. О тоже величина безконечно- 
малая (лемма 17); очкуда 
пл. О = пр. вл. 0. 
Стало-быть, 
пл. О == пр. па. 9 = пр. пл. 9. 
Что и требовалось доказать. 

Теорема 192. Если даны два круга, то длина окружности 
перваго изъ нихъ относится къ дхинф окружности второго, какъ 
радусь первой относитея къ ращуеу второй, а площадь перваго 
круга относитея въ площади второго, какъ квадрать ражуса пер- 
ваго относится къ квадрату радуса второго. 

Доказательство. Пусть длина перзой окружности обозначена 
буквою С,, длина второй—буквою С, , плошадь перваго—буквою 
О,, площадь второго—буквою О, ‚ ражусъ порваго буквою В,, 
ражмусъ второго—буквою В,; требуется доказать, что 
С, : 0, =, :В,, & ша. 0, : ш. 0, =, *:В,*. 

— Для доказательства этого обозначимъ периметръ правильнаго вии- 
<аннаго въ первый изъ круговъ многоугольника съ безконечно- 


удваивающимся числомъ сторонъ буквою Р,, периметръ правиль- 
наго одноименнаго многоугольника съ бозконечно-удванвающимея 
чиеломъ сторопъ, виисаниаго во второй изъ нихъ, буквою Р,, 
площадь перваго—бунвою (},, илощадь второго—буквою @,, и 
примомъ во внимаше, что 


: В, (теорема 162), 


Е] 
а 


ил. ©, : ш. 9, = Ц: 1,* (садетие зеоремы 177); 
но Р, ость перемфнная величина, которой ипредфяъ равенъ С,, 
а Р, — перемфнцая, которой предъль равень С, (теорема 190); 
ил. @,—перемЪниая величина, которой предзлъ равенъ ил. О,, 
& пл. ©, — перемфнная, хогорой предфлъ равенъ пл. О, (теоре- 
ма 191). Стало-быть (теорема 185): 

0:0, =8, : №, а ш. О: ш. 0, = Ц: В. 
Что и требовалось доказать. 

СлфдствЕе 1-0е. Отношеше длины окружности къ дан ея ра- 
уса равно нзкоторому, постояниому дах вевхь окружностей, чисху; 
точно также отношене площади круга къ квадрату радуса равно 
которому постоянному дая везхъ круговъ числу. — Дайствитольно: 
таиъ какь 0:0, ==, : Ц, ; а ш. 0, : пл. О, =В,*: В,*, то, 
перемстивь въ этихь проиорщяхь ихъ средне члены, получимъ: 

6, — бь ие 

в № в ь 
Но окружности взяты въ этомъ случа произвозьныя; стало-быть, 
отношенше длины всякой окружности къ ея ражусу равно отношению 
длипы всякой другой окружности къ ея ращусу, т. е. равно н- 
которому постоянному для вехъ окружностей числу; точно такъ же 
убфдимея, что и отношеше площади иругз. къ квадрату его радтуса 
есть число тоже для вефхь круговь постоянное. 

Слдстве 2-0е. Отпошоше даны окружности къ длин ея 
даметра есть число для везхь окружпостей постоянпое. — Уб%- 
диться въ этомь предоставляется учащемуся. 

ОФптредвлен1е. Отношеше дливы окружности къ длинв ся 
даметра, или, что то же, отношеве длины полуокружности къ 
длинф ея радуса, условимея называль спрямлещема окружности. 
Это число обыкновенно обозначают буквою т греческахо алфавита. 

Теорема 198. Спрямлеше окружности ость отвлеченное 
число, которое больше трехъ, но мепьше четырехз. 

Доказательство. Пусть дана какая либо окружность; тре- 
буетея доказаль, что 


3 <1<4. 
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— Для доказательства этого обозпачимь длину радгуса этой окруж- 
ности буквою В, длину окружности буквою С; внишемь въ этотъ 
кругъ правильный шестиугольникъ и опишемъ вокругъ вего квад- 
ратъ. Сторона правильпаго шестиугольтика, винсапнаго въ окруж- 
ность, равна ея радусу (теорема 165); поэтому периметръ этого 
шестиугольника равенъ 6 В; сторона квадрата, описаннаго около 
дапнаго круга, равна его маметру (замзчаше 3-е, которымъ снаб- 
жена теорема 168), & перимстръ его равенъ учетвереяному да- 
метру или $ В. Длина окружности должна быть мепьше чериметра 
описаннато квадрата (хопущеше относительно выпуклой объемлемой 
кривой) и больше периметра виясаинаго шестиугольника (допущене 
6-ое отпосительно прямой); етало-быть, 
С>6КиСс< 88, 

откуда 

С С 

— >3Зи — <4у т.е. п>Зит<4, 

28 28 
или 

$ <«<а4. 

Что и требовалось доказать. 


Замфчаше. Высшая математика предлагаез" многочисленный 
средства для довольно быстраго вычислешя спрамлеша окружлости 
съ какою угодно степенью точности и доказываеть, что не только 
самое спрямлеше есть число несойзмфримое съ единицею, но что и 
квадрать его тоже число несоизмфримое съ единицею и что пе 
существуеть такого алгебраическаго уравпешя съ ращональними 
коэффищентами, котораго корень равнялся бы числу п. 

Элемептарный способъ вычиелешя спрамлешя 
окружноети еъ какою угодно стененью точности. — 
Отношене длины окружности кь длинЪ даметра (слёдетые 2-0е 
теоремы 192) во вефхъ окружпостяхъ одно и 10 же; лоэтому взявъ 
окружность, ражусь которой равенъ единицв, и вычиеливъ длину 
полупериметровъь правильныхь виисанныхь шестиугольника, дв\- 
надцатиугольника, двадцатичетыреугольника и т. д., можно получить 
‹цфлый радъ чисеть, меньших спрямленя окружности, но все болфе 
и боле приближающихся къ нему. Для того чтобы узналь—каюмя 
изъ цифръ этихъ чисель принадлежать спрямленио окружности и 
ха ему уже не принадлежать, вычисляют также длину полунери- 
метровъ правильныхь описанныхь шестиугольника, двнадцатиуголь- 
ника, двадцатичетыреугольника и т. д. При этомъ получалотсл числа, 
большя, чёмъ спрямлеше окружности. Сопоставивь числа, выра- 
жаюшйя длины полупериметровъ двухъ одноимелныхь правильных 
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многоугольниковъ, изъ которыхъ одинъ вписанъ въ данную окруж- 
носль, а другой описанъ вокругь нея, увидимъ, что у этихь двухъ. 
чисель есть иВкоторый рядъ общихь цифръ; при этомъ всь обибя 
68 данноме случеаь чи фры, поминая 65 первой и считая отб ловой 
руки ко правой, принадлежате зпакже и спрамлению окрумености. 
Вычиелешя эти, не представляя с0бою никакой логической труд- 
ности, представляют однако затрудневя практичесыя, такъ какъ 
требуютъ миогократнато приближенпаго извлеченя квадратныхъ 
корней изъ чисель, несоизмфримыхь съ одиницею. Выше въ зам$- 
чан 1-мх, которымь снабжена теорема 168-ая, дана таблица при- 
близительныхь величинъ позлупериметровъ правильныхь впясанныхь 
и описанныхь многоугольниковъ при радуеЪ круга, равномъ еди- 
нидф. Здфсь часть этой таблицы повторена, но обифя цифры, при- 
надлежащя такие и спрямленио окружности, напечаталы болфе 
чернымь шрифтомъ: 


| Число ©1о- | рлунерииени ЕЯ 

| рожь пра олуцериметры олуперимегры 

| ь ‘трав. вине. многоуг. прав. опис. многоуг. 

|  миогоуг. . 

| З, лба 

| |: | 

3, 21540 | 

| г Е ЕЮ Е, 

| 24 313262 315967 | 
48 | 3805 3.4609 
9 | 3/40 З4ета | 

| 3,1445 3,1418 


Нанзусть необходимо помнить слфдуюзия приблизительныя величины 
спрямзеня окружности: 
1 23 
съ лишкомъ ЗЕ или — (съ точностью до 0,01), 
1 


безь малаго 3,14 (съ точностью до 0,01), 


съ лишкомь (съ точностью до 0,000001). 


13 


Первая изъ этихь величинъ дана славнЪйпимь геометромъ древ- 
ности Архимедомь (Ш в. до Р. Хр.), третья же — Потромъ Ме- 
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щемъ (ХУТ в. по Р. Хр.). Иногда при вычислен1яхъ полезно зналь, 
что приблизительно 


1 == 0,31831, а Ия == 1,77245. 


с 

Замфчане. Очень многихъ запимала и до сихъ поръ иро- 
должаеть занимать задача, состоящая въ отыскани точной вели- 
чины стороны того квадрата, площадь котораго равна площади круга. 
На р5ёшене этой задачи потрачепо очень много времени и силъ, но 
безусищно, такъ какъ эта задача припадчежить къ числу нераз- 
рёшимыхь. Она извфетна подъ именемъ задачи квадратуры круч. 
Кь числу подобныхь же неразршимыхъ задачъ, которыми не слЁ- 
дуетъ заниматься, принадлежать также задача о раздВлени вея- 
каго угла на три равныя части (0 трисекии ума) и задача о 
нахождеши вфчнаго движеня изи такъ пазиваемаго регребхаш 
тоьШе.—Существують, вирочемъ, нЪсколько способовь прибли- 
‘женнаю рфшеюя задачи квадратуры круга. 

Теорема 194. Если дапа длина радуса окружности, то 
длина окружности равняется удвоенному произведеню спрямленя 
окружности на длину ражуса. 

Доказательство. Пусть дзина радуса данной окружности 
равна В еднницамь длины, & длина окружности равна С едини- 
цамъ длины; требуется доказать, что 

С = 28. 


Для доказательства этого примемь во впимане, что 
С: 28 =, откуда С = 2=В. Что и требовалось доказать. 
Слёдетве. Если извФстна длина окружности, то длипа ра- 
дуса равняется длинЪ окружности, раздленной па удвоенное спрам- 
лене окружпости. —ДЪйствительно: такъ какъь С = 2%В, то 
с 


2" 

Теорема 195. Если дапа длина радуса окружности, то въ 
площади круга заключается столько-же одноименпыхъ квадратных 
едипицъ, сколько отвхеченныхъ есдивицъ заключается въ произве- 
ден!и отвлеченнаго числа, выражающаго длину окружности, на 
половипу. отвлечепнаго числа, выражающаго длину радуса. 

Доназательство. Пусть длина радуса зыражается буквою В, 
длина окружности буквою С, а площадь круга буквою О; требуется 
доказать, что 
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Для доказательства этого примемь во впимане, что (теорема 191) 
площадь круга ость предЪгь площади правильнаго описаннаго 
многоугольнака съ безконечно-удваивающиися числом» сторойъ. Обо- 
значивь поремфиную площадь правильнаго описаннаго многоуголь. 
ника буквою (), постоянную величину его апооемы (она равна 
радусу круга) буквою В, а перемВаную величину его периметра 
буквою Г, получамъ, что всегда 
Р.В 
а 
Но (теоремы 191 и 190) 9=0—д, Р=0—В, гв аи В 
суть безкопечно-малыя величины, а потому (акоюма 5-ая) 
(С —В. В 7 СВ — ВВ 
[) = В) или О —&-= а 
2 2 
Во второй части этого послёдняго равенства воличина ВВ безко- 
нечно-мала (обозначимь се буквою 6); тогда получимъ, что 
св—6 СВ 8 
О—а=————, отвуда О а —-, 
2 2 2 


©> 


748 ни н -— суть величины безконечно-малыя, а величины Ои 


СВ 
то суть величины постоянныя; такимъ образомъ имВемъ дв пере- 
СВ $ 


м»иныя величины О — ди Е я ‚ которыя равны другь 
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другу при вевхъ своихь измвнешяхь, а потому и предфлы ихъ 
тоже раваы между собою (теорема 184). Но предфль первой изъ 


этихь величинь есть величина О, & предфлъ вгорой — величина 
св 
——_ ; стахо-быть, 

2 


СВ 
Е. 

т. ©. въ площади круга содержится столько-же квадратныхь еди- 
ницъ, сколько отвлеченныхь содержится въ произведен длины 
окружности па половину радуса. Чо и требовалось доказать. 

Сльдетв!е 1-0е. Площадь круга содержать въ себф столько-же 
квадратныхь единиць, сколько отвлеченныхъ единицъ содержится 
въ произведем спрямлешя окружности на квадратъ чиела, вы- 
ражающахо длину радтуса. — Дфйствительно: 

[в 


о 


В | 
_- (теорема 195), но С = 2=В (теорема 194); 


196 ПЛАНИМЕТРГЯ. 


стало-быть (акеюма 5-ая) 
0 2т8.В — в. 
2 

СлЬдетые 2-0е. Отношеше изощади круга къ ивадралу его 
рамуса равно спрамленио овружности.— Убфдиться въ этомъ 
предоставляотся учащемуся. 

Замфчане 1-0е. Теорему 195 выражають обыкиовенио короче 
слфдующимь образомъ: площаль круга равнястся половин про- 
изведешя длины окружлости па половипу радуеа, & слВдегые 
изъ иея ташъ: площадь круга равняется произведенио числа т на 
квадрать ражуеа. 

Замфчан!е 2-0е. Учащемуся предоставляется доказаль теоре- 
му 195, принавь во ввимаше, что площадь круга есть иредёть 
площади правильнаго вписапнаго многоугольшика съ безконечно- 
удваивающимся числом сторовъ, 

Теорема 196. Длипа хуги окружности равна длинф всей 
окружности, помноженной на отношеше числа градусовъ, заклю- 
чающихся въ данпой дугф, кь 360-ти. 

Доказательство. Пусть въ дугВ содержится  градусовъ; 
требуется доказать, что длина дуги разна 


Для доказательства этого премемъ во впимаше, что 
длина дуги въ 360’ == 2тВ (теорема 194); 


т 2=В 
дипа дуги въ 1° = —— 
А ду 360’ 
. 28. п тв, 9% 
а длина дуги въ д’ — ——— == 08. —. 
А Е. 360 360 


Что и требовалось доказать. 


Теорема 197. Для везкаго цептральнаго угла отношеше 
длины его дуги къ длит ея радуса есть величина постояпная, 
не зависящая` отъ длины радууса. 

Доказательство. Пусть даль какой пибудь центральный уголь 
въ п’; требуется доказать, что, какова бы ин была длина радбуса, 
отношене длипы дуги этого центральцаго угла къ данив ел рад1ус& 
есть величина постояппая.—-Для доказательства этого, принявъ 
вершину ‘угла за цептрь, радусомъ Х опишемъ одну дугу, & 
радусомь У— другую. Длияну дуги рашуса Х обозначвмъ буквою 5, 
& липу дуги радуеа У— бухвою 9. Тогда (тсорема 196) 


ею =— о ии 
у х х 
Стало-быть, какова бы ни была длина ражуеа, отношеше длины 
дуги даннахо центральнаго угла къ длинВ ражуса есгь для этого 
угла величина постоянная. Что и требовалось доказать. 

Опредвлеше. Олношеще длины дуги центральнаго угла 
къ радусу этой дуги иногда называется зищеймою или отолеченною 
мрою даннаго угла. 

Замьчане. Въ матомаликВ очень част» модъ угломь 
разумВють только отолененную мъьру его, & це число его 
традусовъ.—Прямой уголь моэтому часго обозпачаютъ дробью 


т 
-5 › Зыпрямяецный буквою п, а полный —такь: 2т, прапамая во 
знимане, что отпошеще дляны дуги въ 90°, въ 180°и въ 360% къ 
т 
дланз ея ращуса по порядку выражаются числами: 50 ви м. 


Обратно; всякому отвлоченному числу и, выражающему отвлеченную 
мБру угла, соотвфтетвуеть уголь, число градусовъ котораго легко 
пайти изъ ураваешя 


2.2 
—_—_ =\, 
360 
гдф д обозначасть число градусовь даанаго угла и откуда 
7. 360 т. 180 
== =. 
к ® 


Теорема 193. Если въ двухъ секторахь равпыхъ радёусовъ 
дуги равпы между собою, то и площади ихъ между собою равны. 

Доказательство этой тооремы ведется съ помощью наложе- 
ня и предоставляется ‘учащемуся. 

Теорема 199 (обратная теорсыё 198). Если въ двухь сек- 
торахъ равныхь радусовъ площади между собою равны, то и дуги 
ихъ равны между собою. 

Доказательство этой теоремы водется отъ противоположнаго и 
предоставляется учащемуся. 

Теорема 200. Если въ двухь секторахь равных радусовъ 
дуги не равны между собою, то илощань одного изъ нихъ отно- 
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сится къ площади другого какъ дхина дуги перваго изъ нихъ 
отпоситея къ длин дуги второго. 

Доказательство этой теоремы ведется тЪмъ мо способомъ, 
какимъ ведется доказалельство теоремъ 119 и 169, и иредоетав- 
ляется учащемуся. 

Слдете. Площадь сектора содержать въ себ столько: 
квадратныхъ единицъ, сколько отвлеченпыхъ содержится въ про- 
изведеи числа, выражающаго длину его дуги, па половину чиела, 
выражающаго длипу сго ражуса.— ДЬЙствительно: припявъ пло- 
щедь круга за площадь сектора, котораго дуга содержить 360", 
и обозначивъ длину радгуса буквою В, площадь всякаго другого 
сектора буквою @, длину его дуги букзою 1, а нлощадь кругь 
буквою О, найдемъ (теорема 200), что 


л. 0.6 
пл. 9: на. О=Ь: «В, откуда пл. @ = НЫ. 
2тВ 
или (акоома 5 и етВдстые чеоремы 195) 
В. Г, В 
ил. 9 = НА ое м 
2=В р 


Теорема 201. Площадь молукруга, котораго даметрь ра- 
венъ гипотенуз данпаго прамоугольнаго треугольника, равна сумм 
площадей двухь полукруговъ, которыхь даметры равны катетамь 
того же прямоугольцаго треугольника. 

Доказательство. Пусть (черт. 208) данъ прямоугольный тре- 
`утольникь АВС, въ которомъ уголь С есть прямой; пуеть АВ 

есть даметръ полукруга 9, ЛС маметръ полу- 
р: е круга 4,, & ВС— маметрь полукруга 4; тре- 
бустея доказать, что 
пл. @ = 11.4, -- па. %. 
Для доказательства этого примемъ во внима- 
В ще, что 


ва 
пл. 9 = мы (слёдетые теоремы 195). 


Черт. 208. Но 
АВ* = АС* -- ВС* (теорема 178); 
стазо-быть (акбома 5) 
ж. (402 - ВС*) х. 40% сх. ВС* 


пл. 9 + 4 + д * 
Но (слБдстые теореомы 195) 
к. А0* х. ВС* 
мц, а =ш., 


4 


стало-быть (акеюма 5): 
пл. @ = пл. 4, -- вл. 0,. 
Что и требовалось зоказаль. 

Сльдетв!е. №ели около прямоугольнаго треугольника оцисать 
окружноеть, а на катетахь его поетроить нолуохружности, лежа- 
ши ви треугольника, то сумма площадей образованныхь такимъ 
образомь луночекь равна площади даннаго треугольника. — ДФй- 
ствительно: вели (черт. 209) Л АВС 
есть треугольникь прямоугольный, 10 

пл. АСОА -[- ня. ВСЕВ = 

== их. АВНА == ия. АКОбВА; 
откуда (акслома 8), отнявь оть равныхь 
поровну, а именно сумму: 

пл. АГСА -- пл. ОС@ВС, получимь: 
пл. АЮСКА -|- пл. ВЕСОВ = пя Л АВС. 

Замфчане. Фигуры. АРСОЛ и ВЕСЕВ Е 
известны подъ пазвашемь  Гиипократо- Е 
выхё луночеке, по имени греческато гео- в 
метра Гиппократа, жившаго въ \У в. до Черт. 209. 

Р. Хр. Слёдств!е теоремы 201 убфждаегь 

насъ въ томь, что илощадь нёкоторыхь криволинейныхь фигур 
можеть быть равна площадя изкоторой прямолинейной фигуры и 
что вообще квадратура криволипейной фигуры, т. е. нахож- 
дене квадрата, раввовеликаго данной криволинейной фигур%, 
иногда возможно. Должно однако помнить, что квадратура круга 
невозможна. (Ср. замфчане, которымъ снабжено изложене элемен- 
тарнаго способа вычислешя спрямлешя окружности съ какою 
угодно степенью точности). 


СТЕРЕОМЕТРИЯ. 


$1. Ванино пореебчене пряньй съ плоскостью и даухь дос 
ОНЫЙ, 


Донущеше 6-0е относительно нлоскости. —Кромв 
пяти допущешй, сдВланвыхь вь Изаниметри ($ 1) относительно 
наоскости, Счереометря нуждается еще въ одномъ (шестомъ) 
допущенш: если въ пространств лапы плоскость и дв$ точки по 
разныя стороны ея. то всякая лашя, проходящая чрсзъ эти дв® 
точки, имфотъ съ данною плоскостью хоть одну общую точку *). 

Теорема 202. Если прямая имфеть съ данною илоскостыю 
общую точку и есан хоть одпа точка этой прямой лежить выё 
плоскости, то упомяпугая общая точка зрямой и плоскости ееть 
единственная общая ихтЪ точка. 

Доназательство. Дзя доказательства этого предположимъ, 
что у данной плоскости и данной прямой есть еще одна общая 
точка; въ такомъ случаВ (допущеше 3 е относительно пзоскости) 
точка, лежащая вн данной плоскости, также должна лежать на 
этой изоскости, что певозможио по условно. Стало-быть, если у 
данпой прямой и данной илоскости есть общая точка и если при 
этомъ хоть одпа точка этой прямой лежить вн даппой плос- 
кости, то общая точка данпой плоскости и данной прямой есть 
единственная общая ихъ точка. Что и требовалось доказать. 


*) Дзя проведеня какой мибудь опредълепной нлоскости необходамо и 
достагочно знать три точки ея, не лежания на одной прямой (Планиметрия, 
теорема 2-ая). Такомь образомъ плоскость вполиф опредфляется въ простран- 
ств6 при слфлующихь условяхь; 1) если давы три ея точки, не лежания на 
одной прямой (теорема 2-ая); 2) если даны безкопечная прямая, лежащая въ 
ней, п точка, находящаяся въ той же нлоскости, но лежащая внЪ этой прямой 
(сльдетв!е 1-06 теоремы 2-0й); 3) если даны дв нересфкаюпйясл прамыя, ле- 
жапйя въ искомой илоскосги (слдетые 2-ое теоремы 2-ой); 41 если дапа окруж- 
ность, лежащая въ лей, и вообще какая бы то ни была плоская пе прямая 
лин, въ ней лежащая (Пзаниметрия, 6 2); 5) если лавы двф параллельныя пря- 
мыя, лежария въ пей (Пзаниыетрия, $ 4).—Плапиметр!я изучаегь свойства фигуру 
плоскихь, Стереометр1я же пзучаеть свойства фигуръ, точки которыхъ не всё 
лежать сь одной и той же плоскости (Введеше, ТХ). Нумеращя теоремъ ниже, 
дли облегченя справокъ, согласована съ пумеращею теоремъ Плавныетр!ч, 


202 СТЕРЕОМЕТРИЯ. 


Сльдетве. Еели прямая соединяеть дв точки, лежация по’ 
разпыя стороны данной илоскости, тб эта прямая съ плоскостью 
имбеть только одну общую точку.— ДЬйствательно: какая пибудь 
общая точка должиа быть въ этомь случаё у даниой плоскости и 
прямой (допущен е 6-ое относительно плоскости), и такихъ точекь 
У нихъ можеть быть только одна (теорема 202). 

Опредвлеше. Если у плоскости съ прямой зишею только 
одна общая точка, то говорять, что прямая и илоскость взаимно 
переспкаются; общах точка прямой и плоскости, взаимио перес}- 
кающихся, называется точкою изв пересрченя пли, просто, ихъ 
перестченщемз. 

Теорема 203. Если (черт. 210) дв$ плоскости М п № не совиа- 
дають и сели у этихъ плоскостей есть хоть одна общая точка А, то у 
этихь плоскостей есть еще безчислениое множество общихъ точекъ. 

Доказательство. Для доказательства этого возьмемь въ п.ос- 
кости № точки В и С, лежанця по разныя сторопы илоскосли М, 
и вс зежашя съ точкою А на одной 
прямой, соединимъ точки В и С пря- 
мою ВС; эта прямая пересВкаоть 
плоскость М въ ифкоторой точкВ О 
(слёдетые теоремы 202). Но при 
этомъ точка О лежитъ пе только въ 
плоскости М, но также и въ излое- 
кости М (допущеше 3-е относительно 
плоскости); слёдовательно точка О 
есть общая точка плоскостей М и М. 
Такимь же образомъ можно доказать, 
что у этихь плоскостей есть еще 
одна общая точка и еще безчислен- 

Черт, 210. пое множество общихъ точекъ. Что 
и требовалось доказать. 

СлЪдетв. Геометрическое мЪсто всёхъ общихь точекъ двухъ 
несовпадающихь илоскоетей, имфющихь обиця точки, есть прямая 
ливя, проходящая чрезъ двз общуя точки этихъ плоскостей. — ДЬй- 
ствительно: если бы это геометрическое м$сто не было прямою, 
то можно было бы выбрать тая три точки данлыхь двухь илос- 
костей, которыя не лежали бы на одной прамой, т. е. данных 
плоскости должны были-бы совмЪститься во вевхъ своихъ точкахь 
(теорема 2), чтб противорфчить условно. 

ОпредБлеше. Не совпадающия плоскости, у которыхъ есть 
общих точки, называются сзаимно переськающимися плоскостями. 
Прямая лишя, принадлежащая двумъ пересфкающимся плоскостямъ, 


сымши ивъьлоы сы носа умнью м дьзАь вимовульи. = © 


называется хишею пересьчемя этихь плоскостей взи, просто, ихъ 
пересьчещемб. 

Теорема 204. ЕКелп (черт. 211) въ каждой изъ двухь пе- 
ресфкаюнихся плоскостей М и М взято ио прямой лиши и евли 
эти двЪ прямыя АВ и СР перееЪкаются, то точка @ перосбчешя 
этихъ прямыхь лежитъ на лиши пересфчеши данцыхъ плоскостей. 

Доказательство. Для доказательства этого примемъ во вни- 
мане, что прямая АВ находится всфии своими точками въ плос- 
кости М, а прямая СО — вь 
плоскости М (допущене 3-е от- 
носительно плоскости), и пред- 
положимъ, что точка перосёченя 
прамыхь АВ и СР ложить внЪ 
лиши пересфчевя плоскостей М Е - 
и №. Въ такомъ случав (слбд- 
стые 1-е теоремы 2-0й) плос- 
кости М нп М совпадаютъ, чтб 
противорВ чить условию. Отало- Черт. 211. 
быть, если въ каждой изъ двухь 
пересвкающихся плоскостей взято по прямой лиши и если эти 
двф прамыя пересЪкаются, то точка ихь переефчешя лежить на 
лиши пересфчешя данцыхъ плоскостей. Чтб и требовалось доказать. 


$2. Вванино-параллельныя прямая лия и плоскость и парал- 
ЛеЛЬНЫЯ Прямыя в пространстве. 


Теорема 205. Изь точки, взатой внф данной прямой, къ 
этой прямой можно провести только одну параллельную прямую. 

Доказательство. Для доказательства этого примемь во вни- 
маше, что мы имфомъ дВло съ точкою и прямою. взятыми не па 
плоскости, а въ пространств, и проведемъ плоскость чрезъ дан- 
ную точку и давную прямую (слфдетые 2-е теоремы 2-й); затВмъ 
изъ данной точки проведемъ прямую, параллельную къ данной 
прамой, въ проведеппой нами илоскоети (теорема 32). Всякая 
другая прямая, проведенная изъ той же точки, не будетъ парал- 
тельла данной прямой: она либо пересфчеть давную прямую, либо 
же пе будетъ лежать въ ипаоскости, проходящей чрезъ данную 
прямую и данную точку. Стало-быть, изъ точки, взятой вн данной 
прамой, кь этой прямой можно провести только одву параллель- 
ную прямую. Что и требовалось доказать. 

Теорема 206. Если (черт. 212) прямая АВ, лежащая вн® 
данной плоскости М, параллельна къ прямой СО, лежащей на этой 


+ 


плоскости, то первая прямая и данная плоскость пе поересЪкутся, 
хакъ бы далеко ихъ пи продолжали. 

Доказательство. Для доказательства этого представамъ себЪ 
ту плоскость, въ которой лежать взаимпо параллольныя прямыя 
АВ и СО. УбЪдамся, чго прямая АВ, кажъ бы далеко сс пи про- 

должали, пе можеть переевчь прямую С). А 
в въ тавомь случа прямая АВ не можеть пере- 


д. 
сечь таюже и плоскость М, потому что сели бы 
она ее персеВкла, то непремЗнно въ точкЪ, ле- 
р. жащей па пересВчеши плоскости М съ плос- 


костью, въ которой лежать прямыя АВ и СР 
Черт. 212. (теорема 204), т. е. пересфкла бы се въ точкф, 

лежащей па прямой СО. Что противорфчить 
условию. Стало-быть, если прямая АВ, лежалцая внЪ плоскости М, 
параллельна къ прямой СО, лежащей въ этой плоскости, то иря- 
мая АВ и плоскость М никогда не пересжкутея, каюъ бы далеко 
ихъ ни продолжали. Что и требовалось доказать. 

Сльдетв!е. Изъ точки, взятой вн$ плоскости, можно провести 
къ этой плоскости безчислениое множество прямыхь лишЙ, ея не 
пересёкающихь, какъ бы далеко ихъ ни продолжази.-—ДЁйстви- 
тельно: проведя произвольную плоскость чрезъ дапную точку и 
какую либо точку данной плоскости, мы получимь ифкоторую 
прямую чишю пересвчевя этихъ плоскостей (чеорема 203), & 
проведя въ проведенпой плоскости прямую, параллельную къ этой 
лишая перссёченя, получимь прямую, которая не псрееркаеть 
данной плоскости, хакъ бы ихь далеко ни продолжали. 

Опредвлеше. Прямая и-изоскость павываются париллель- 
ными одпа къ другой, если онз пе пересвкаются, какъ бы далеко 
ихъ пи продолжали. 

Теорема 207, (обратная теорем» 206). Если (черт. 213) нз- 
которая прямая АВ параллельна нЪкоторой изоскоети М и если 
черезЪ эту прямую провести какую-нибудь плос- 
кость №, которая пересфкаеть данную плоскость, 
то лия пересчешя СР этихъ двухъ илоекостей 
параллельна давной прямой АВ. 

Доказательство. Для доказалельства этого при- 
мемъ во внимаше, что если-бы прямая СО нс была 
параллельна прямой АВ, то эти прямыя, находясь 
въ одной и той же плоскости №, должны были-бы 
перосЪчься. Но въ такомъ случа точка ихь пере- 
сученя должна была бы чежаль на прямой ОР (теорема 204), т. е. 
прямая ЛВ должна была бы пересВчь также и плоскость Ми 


Черт. 213. 
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не была бы параллельна илоскости М. Что противор®чить условию. 
Стало-быть, прямая АВ || СО. Чтб и требовалось доказать. 

Слфдетве. ели (черт. 214) черезь далпыя дв эзанмно-па- 
раллельния прямыя АВ ин СШ проведены дв поресвкающяся 
плоекоети, то аншя ЕЁ пере- 
сБчешя этихь плоскостей парал- 4 
зельна каждой изъ данныхь двухъ 
прямыхъ. — Дйствительно: одна 
плоскость, проходящая чрезь пря- 
мую АВ параллельна прамой СЪ, —— 
взятой виВ ея, а чрезь эту пря- 
мую проведепа вторая плоскость; Е 
эта поелЬдняя первую должна пе- Черг. 914. 
реефчь въ прамой Е, параллоль- 
ной къ прямой СО (поореыа 207). Точцо такъ же убфдимея въ 
томъ, что ЕР || АВ 

Теорема 208. Если (черт. 215) каждая изъ двухъ дачныхь 
прямых АВ и СО параллельна нзкоторой третьей ЕР, то, кажкъ- 
бы вс эти прямыя ни лежали въ пространств, данныя дв 
прямыя АВ и СШ параллельны одна другой. 

Доказательство, При доказательствВ этой теоремы примемъ во 
внимаше два случая: 1) когдь всё три прямыя зежать въ одной 
плоскости, и 2) когда онВ лежать не въ одной плоскости. —Въ 
первомь случаФ АВ || СР (теорема 35). Во второмь случа 
(черт. 215) черезь прямыя АВ и ЕЁ проведемь плоскость М, & 


я 
ИИ 
ы) —___ 


— 


Черг. 215. 


чрезь прямыя СР и ЕЕ плоскость М, и предположамъ, что АВ 
и СО ве параллельны. Это значить, что зибо прямыя АВ и СР, 
паходясь въ одной плоскости пересВкаются, либо же— что пзос- 
кость, проведешпая чрезъ прямую СО и какую нибудь точку А 
прямой АВ, пе проходить чрезь прямую АВ. Первое предположеще 
пе врно, потому что въ такомъ случа (теорема 204) прямыя 


*) "При выполнен чертежей полезно части лов болЪе близыя въ глазу 
дфлаль толше боле отдаяельыхь частей. 


`206. СТЕРЕОМЕТРАЯ. 


'АВ и СР пересекались бы въ ифкоторой точь, лежащей на 
прэмой ЕЁ, т. е. каждая изъ прямыхь АЗ и СО перосЪклась 
бы съ прямою ЕЁ (что противорфчить условио). Второе предпо- 
ложеше тоже певфрно: дЪйствительно, проведя чрезъ прямую СО 
‚и точку А плоскоеть и предположивъ, что эта плоскость пе прой- 
деть чрезъ прямую ЛВ, получимъ, что эта плоскость переефчеть 
плоскость М въ ифкоторой прямой ДК (теорема 203). Прямая 
АК должна быть параллельна прямой ЕЁ (теорема 207); это зна- 
чить, что изъ точки А проведепы къ прямой ЕЁ дв} иаразлельчыя 
прямыя. Чего быть ие можеть (теорема 205). Стазо-выть, если 
изъ двухъ прямыхъ лиш каждая параалельна взкоторой третьей, 
то он параллельны другъ другу. Что и требовалось доказать. 

Слъдетве 1-0е. Если одна прямая параллельна другой, а 
другая параллельна третьей, то первая также параллельна троть- 
ей, какъ бы эти прямыя ни лежали. — Убфдиться въ этомъ пре- 
доставляется учащемуся. 

Слфдетве 2-0е. Если дапы двЪ точки, лежация ви данной 
прямой и пе лежащйя ва прямой, параллельной къ этой прямой, то 
чрезь нихь можно провести илоскость, параллельную къ данной 
прямой, и притомь только одну такую плоскость.— ДЪйствительно: 
проведя изъ этихъ двухъ точевъ дез прямыя, порознь параллель- 
пыя данной прямой, и проведя чрезъ эти дв прямыя плоскость, 
получимъ плоскость, притомъ едниственную плоскость, иараляель- 
пую къ данной прямой (теорема 206) и проходящей чрезь даи- 
ныя дв точки. 

Теорема 209. Если (черт. 216) изъ 
двух точекъ дапной прямой АВ, нараллель- 
пой къ давной плоскости М, провести дзв 
прямыя АС п ВО, пзраллельныя другт другу, 
до пересфченя нхъ съ данною плоскостью, то 
отрЪзки этихь параллельныхь, заключенные 
между прямою и плоскостью, равны между 

Черт. 216. собою. 

Доказательство. Для доказалольства этого проведемь ч6рсзЪ 
прямыя АС и ВЛ плоскость, которая персефчеть плоскость М въ 
прямой СО, паразлельной къ прямой ЛВ (теорема 207). Тогда 
(слёдстые теоремы 69) АС —= ВО. Что и требовалось доказаль. 

Теорема 210. Если (черт. 217) данная прямая ЛВ парал- 
лельна данной плоскости М, то всякая прямая СО, параллельная 


этой прямой и лежащая вп этой плоскости, параллельна той-же 
ЯПРКОЙТИ. 
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Доказательство. Для доказательства этого черезъ прямую АВ 
проведемъ какую-нибудь плоскость, которая пересфкала бы плос- 
кость М въ какой пибуль прямой ЕЁ. Это 
прямая ЕР параллельна АВ (теорема 207); 
по шо уеловно СО || АВ, стало-быть (теоре- д 2 
ма 208) СГ параллельна ЕР, а вь такомъ УВЕ 
случа она параллельна и плоскоети М (тео- АР 
рема 206). Что и требовалось доказать. Е р 

Замфчане. Когда говорятъ о двухъ па- м 
раллельныхь прямыхь, то часто бываоть очень Черт, 211. 
полезно имЪть въ виду ихъ направлене въ 
пространств или въ плоскости. Параллельныя друсф другу пря- 
мыя могуть имфть либо одпо и то же направлеше, либо пря- 
мо-противоположныя направлешя. (Что при эгомЪ называется па- 
правленемъ и кая паправаен/я въ параллельныхь прямыхъ на- 
зываются одипаковыми, а кая — прямо-противоположными, — знает 
всямй, и понями эги прицадаеяел къ числу осповныхь, перво- 
начальныхь, не подлежащихь опредзлениюо). Кром} того, восьма по- 
лезно считать, что каждая сторова прямолинейнаго угла идоть въ 
направлошая отъ вершины ‹ъ точкамъ, лежащимъ на этой сторон%. 
Тажъ, напр., благодаря этому, тсорома 38 и слёдетые вя могуть 
быть формулированы ствдующимь образомъ: вели въ плоскости 
стороны одного остраго или тупого угла порознь параллельны 
сторопамъ другого угла и если при этомъ взаимпо-параллельныя 
стороны имфють одно и то же или прямо противоположныя направ- 
лошя, то углы эти равпы между с0б0ю; въ противномъ случав 
они взаиило дополняют другь друга до’ двухъ прямыхъ. 

Теорема 211. Кели (черт. 218) изъ двухъ поресфкающихся 
плоскостей М и № каждая па- 
раллельна нфкоторой прямой, то 
лия пересъчешя этнхъ плоеко- 
стей параллольна той-же прямой. 

Доказательство. Даля дока- 
зательства этого изъ какой-пибудь 
тотки С хиши пересВчеши илос- 
костей М и М проведем прямую, 
параллельную къ прямой АЗ. Эта 
прямая должна лежать пепремвн- 
но въ каждой изъ этихт плос- 
костей (теорема 207), а потому Черт. 218. 
опа должна совпасть съ ихь пе- 
ресъченемт, т. в. лишя ОО пе- 
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ресфчешя дапныхь плоскостей М н М паралаельна къ лиши АВ. 
Что и требовалось доказать. 


$3. Взанино-тараллельныя плоскоечя. 


Теорема 212. Если (черт. 219) стороны одного остраго 
или тупого угла АВС порознь параллельны сторонамъ другого 
угла РЕЕ, лежащаго въ другой плоскости, и если при этомъ вза- 
имно-параллельныя стороны имютъ одпо п то же направлено, 10 
эти углы равны между собою. 

Доказательство. Для доказательства этого сосдинимъ точку В 
съ точкою Е, отложимъ отрёзокь В, раввый ЕН, и ВТ, равцый ЕК, 
соединимь точку Н съ Сб, а 
К сь Е тогда позучимь фи- 
гуры ВСНЕ и КЕ, которыя 
должны быть параллелограмма- 
мин въ которыхь Иб Е: КТ 
(земма 3-я, стр. 62) Соединивъ 
прямыми точку Г съ С, а точку 
К съ точкою Н, получимъ фигу- 
ру СНЕГ. вь которой КН= Ш 
(темма 3-я}. А вътакомь елу- 
чаз /\ @ВГ = Л НЕК (тео- 
рема 51). Стало-быть, ХВ ра- 
венъ углу Е. Что и требовалось 
доказать. 

Черт. 219. Слфдотв® 1-0е. Если ето- 

роны одного остраго или тупого 

угла порознь параллельны сторонамь другого, лежащаго въ другой 

плоскости, и если притомъ взанмно-паразлельныя стороны имють 

прямо-противоноложныя паправленя, то эти углы равны между 

собою.—Для того чтобы въ этомъ убфдиться, достаточно продол- 

жить въ противоположныхь направленяхь стороны одного изъ дап- 
ныхь угловъ. 

Слёдстве 2-0е. Если стороны одпого остраго или тупого 
угла порознь параллельны сторопамь другого, ложащато въ другой 
плоскости, и если притомъ дв взапмно-параллельныя стороны 
имфютъ одно и то же, а остальныя двз—ирямо-противопозожныя 
направяеша, то эти углы взаимно дополияють другъ друга до 24 — 
Убдиться въ этомъ предоставляется учащемуся. 

Замфчане. Учащемуся предоставляется убЪдиться также въ 
справедливости слЗдующаго предложешя: если два, лежалше въ 
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разныхь плоскостяхъ, угла, стороны которыхъ порознь параллельны 
другъ другу, равны между собою и вели, притомъ, дв взаимно- 
параллельвыя сторопы имВють одно и 10 же, а остальных дв 
имфють прямо-противоположныхя направленя, то эти углы прямые. 

Теорема 213. Если (черт. 220) стороны одного угла АВС 
параллельны сторонамъ другого РЕЕ, лежащаго въ другой плос- 
вости, то плоскости этихъ угловъ ни- 
когда ве персезкутся, какъ бы далеко о -Ы 
ихъ ни продолжали. ый 

Доказательство, Для доказатель- у Г = > 
ства этого предположимь, что плоеко- | 
сти, въ которыхъ лежать эти углы, по м 
достаточномъ продозжеши иересвкают- 
ся: тогда (теорема 211) лия ихъ 
пореебчешя должна быть параллельна 
и прямой АВ, и прямой ВС; а въ 
такомъь случаЗ изъ точки В, взятой 
вн этой лиши пересёченя, будутъ про- 
ведепы двф параллельныя къ этой лин Черт. 990 
прямыя. Чего быть не можеть (теоре- 
ма 205). Стало-быть, еели стороны одного угла параллельны сто- 
фопамь другого, лежащахо въ другой плоскости, то плоскости 
зтахь угловь пе пересВкутся, какъ бы далеко ихъ ни продол- 
жали. Что и требовалось доказать. 

Опредлел1е. ДвВ плоскости, которыя не пересекаются, 
какъ бы далеко ихъ ни продолжали, на- 
зываются взаимно-параллельными плос- 
костями. 

Теорема 214. Если (черт. 221) 
В взаимно-параллольныя плоскости 
М и М пересфхаются трезьею плос- 
хоетью Р, 10 лиши пересфченя АВ и 
СТ этой послздией съ данными взаим- 
но-параллельными плоскостями парал- 
лельны другъ другу. 

Доказательство. Для доказатель- 
ства этого предположимъ, что прямыя 
АВи СР другъ другу ве параллельны; 
тогда онф. находясь въ одной и той 
же плоежоети Р, должны пересчься. 
Но онЪ въ то же самое время лежать Черт. 221. 
в плоскоетяхъ М и №; стВдовательно 
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и плоскости М и М въ тавомъ случаф должвы имВть хоть одну 
обтую точку, чего быть пе можеть. Отало-быть, ирямыя 
АВи СР взаимно параллельны. Чло и требовалось доказать. 

Сльдетве 1-ое. Чрезъ точху, взятую виф илоскости, къ этой 
плоскости можно провести плоскость ой параллельную. — Дфйетви- 
тельно: проведемъ въ даниой илоскости какой нибудь уголь, отли- 
чающся отъ нуля и оть выпрямленнаго угля, а затВмь проведемъ 
изъ точки, дапной ви плоскости, прямыи порознь параллельныя 
сторонамь построеннаго въ другой плоскости угла. Проведенная 
чрезь эти двз прямыя плоскость параллельна данной плоскости. 

Сльдетые 2-0е. ели дв плоскости взаимно-параллельны в 
если въ одной изъ нихъ построенъ уголь, то въ другой можеть 
быть построенъ такой уголь, сторовы котораго порознь параллельны 
сторонамь другого угла.—Дфйствительно: взявъ любую точку во 
второй плоскости и проведя плоскость чрозт, стороны даннаго угла 
и эту точку, получимъ уголъ, образовамный линиями пересфченя 
вспомогалельныхь плоскостей со второю изъ данныхъ плоскостей. 
Эти лини п ресфчешя порознь параллельны сторонамъ дапнаго 
въ порвой илоскоети угла (теорема 207). 

Слфдетве 3-ье. Поли двф плоскости взаимпо параллельны и 
осли нфкоторая безконочная ирямая пересфкаетъ одну изъ этихъ 
плоскостей, то она пересвкаеть также и другую изъ вихъ.—Въ 
справедливости этого предоставляется убВдиться учащемуся. 

Теорема 215. Чрезъ точку А, взятую вн% плоскости М, 
(черт. 222) можно провести голь- 
ко одну плоскость, параллельную 
КЪ этой плоскости. 

Доназательство. Для доказа- 
тельства этого предположимь, что 
чрезъ точку А, кромВ плоскости 
№, паразлельной къ плоскости М, 
можно провести еще одну илос- 
кость Р, параллельную къ плос- 
кости М; пусть эта плоскость пе- 
ресвкаеть плоскость № въ пря- 
мой ВС, проходящей чрезъ точку 
А. Возьмемъ въ плоскости Р ка- 
кую либо точку О, а въ изос- 

Черт. 222. кости М какую-либо точку Е; 

‘проведемъ чрезъ пихъ прямую ОЕ, 

хоторая должна переефчь плоскость М въ какой нибудь точкф Р 
(допущеше 6-ое относительно плоскости). Соединимь далфе точку 
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А съ точками О ин Е; проведемь чрезъ точки А, Е и Е плос- 
кость, которая пересфчеть плоскость М въ какой нибудь прямой 
ЕК. Но прямая АР || РК, равиммъ образомь прямая АХ || ЕК 
(теорема 207); слфдовательно изъ точки А къ ирямой КЕ прове- 
дены двз параллольныя прямыя. Чего быть не можеть. Отало- 
быеь, изъ точки, взятой виф плоскоети, къ этой послбдней можно 
провести только одпу параляольную нлоекоеть. Что и требовалась 
доказать. 

Слёдетве 1-0е. Вели ифкоторая плоскость перескаеть одну 
изъ взаимно паразлельныхь илоскостей, то она по достаточномь 
продолжеши пересзчеть также и другую изъ нихъ.-— Двйствительно: 
„если бы мы иредположили, что она ея ие пересфчеть, то мы ло- 
лучили бы, что изъ точки взятой вн плоскости къ этой послвд- 
ной можио провести двф параллельныя плоскости. Чего быть не 
можеть. 

Слёдетве 2-0е. Юсли изъ двухъ плоскостой М и М каждая 
паразлельна нзкоторой третьей Р, то онЪ также параллельны другъ 
другу. —ДВйствительно: пусть изъ двухь плоскостей Ми М, каж- 
дан параллельна илоскоети Р; если он® другь другу пе параллезь- 
пы, го онз должны имфть общую лично перосвченя, т. ©, обиия 
точки, п тогда чрозъ точку, взятую вн плоскости Р, были-бы про- 
ведены дв плоскости къ ней параллельныя. Чего быть пе можеть. 

Слёдстве 3-е. Если чрозъ точку, взятую вн плоскости, про- 
‘вести къ пой парнллельныя прямыя, 0 геометрическое мВсто веЪхъ 
этихъ прямых, параллельныхь данной плоскости и проведенныхь 
изъ данной точки простраиства, есть плоскость параллельная данной 
плоскости. — Убфдиться въ этомъ предоставляется учащемуся. 

ЧФеорема 216. Шели (черт. 223) даны дв взаимно-парал- 
лельныя плоскости Ми Ми если нфкото- 
рая прямая АВ, лежащая вы каждой изъ 
пихъ, параллельна къ одной изъ этихъ 
плоскостей, напу., къ изоскости М, 10 
она также параллельна къ другой. 

Доназательство. Для доказательства 
этого проведемъ черезь прямую АВ изо- 
скость, которая поресвкла бы плоскость М. 
зъ прямой ОО; въ такомъ случав (схВд- 
ство 1-06 теоромы 215) эта плоскость 
перосВчеть и плоскость №; предноложимь, 
что она ее пересЪчеть въ прямой ВЕ. Черт. 223. 
Прямая АВ параллельна плоскости М, 
стало-быть, параллельна также и прямой ЕЁ (теорема 207). Плос- 
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кость М параллельна плоскости №, стало-быть, ЕЕ параллельна» 
прямой СО (теорема 207). Такимъ образомъ изъ трехъ прямыхь 
АВ, СО и ЕЁ, прямая АВ || СО, а СР || ЕЁ или (слдетве 1-0е тео- 
ремы 208) АВ || ЕЕ. А потому прямая АВ параллельна также 
и илоскости М (теорема 206). Стало-быть, если прямая, лежа- 
щая вп каждой изъ двухь взаимпо-параллельныхь плоскостей, 


И 


Черт. 254. 


[А 


параллельна одной изъ пихъ, 10 она 
параллельна также и къ другой изъ 
нихъ. Что и требовалось доказать. 
Теорема 2179. Если (черт. 224) 
двф паразлельныя плоскости Ми М 
переезкаются двумя параллельными, 
прямыми АВ и С, 10 эти плоскости 
отезкають отъ данных прямыхъ рав- 
пые между собою отрЪзки. 
Доказательство. Для доказатель- 
ства этого черезъ параллельных прямых 
ЕЕ и СН проведемъ плоскоеть кото- 
рая пересфчеть плоскости М и № въ 
прямыхь Еб и ЕП, паралаельныхь. 
другъ другу, а потому (теорема 69) 
ЕР = СН. Что и требовалось доказать. 


Теорема 218. Три параллольныя другъ другу плоскости М, 
МиР отеВкають оть двухъ прямыхь АВ и С, ихь пересв- 


кающихъ, части пропорщюпальныя. 

Доказательство. При доказательств этой 
теоремм можно различать два случая: 1) когда 
прямыя АВ и СР ложать въ одной плоскости, 
и 2) когда оп не лежать 
въ одной плоскости. Въ пер- 
вомь случа? (черт. 225} про- 
ведемъ чрезь нихъ плос- 
кость, которая пересфчетъ 
плоскости М, МиР вь 
прямыхь лишахъ (слфдетве 
теоремы 203), параллель- 
ныхь другъ другу (теорема 
214). А въ таком слу- 
чав (теорема 131) 

ЕЕ : Еб = НГ: 1К. Черг. 296. 
Во второмь случа (черт. 


[2 


В 


ии 
Черт. 225. 


226) изъ точки Н проведемъ прямую Н]., параллельно къ прямой 
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АВ; пусть прямая пересзчеть плоскость № въ точк® В, а плос- 
кость Р вЪ точкВ 1. Черезь прямыя НГ и АВ проведемъ плос- 
кость, которая пересфчеть илоскости М, МиР въ прамыхь ВТ 
и 1. Тогда НВ = ЕГ, а ВЁЬ = Е@ (теорема 217); кромЪ 
того (слёдстые теоремы 131) 

НВ: ВЕ = Ш: 1, 
откуда (акеома 5-я): 

ЕЕ: Еб = НЫ]: 1. 
Что и требовалось доказать: 


$ 4. Внниинперпендикулярныя прямая я плоскость, 


Теорема 219. Изь точки Х, взятой на данной плоскости 
К можеть быть проведена прямая, периендикулярная КЪ какимъ 
нибудь двумъ прямымъ проведеннымьъ чрезъ эту точку въ той же 
плоскости. 

Доказательство. Дтя доказательства этого на произвольной 
прямой ВС въ пространствв (черт. 227) возьмемь точку А и 
чрезъ прямую ВС проведемъ двз произвольныя плоскости М и М. 
ЗалЪмъ изъ точки А проведемъ въ плоскости М прямую АП, 
перпендикулярную къ прямой ВС; равнымьъ образомъ изъ той же 
точки А проведемъ въ плоскости М прямую АЕ, перпендикуляр- 
ную къ прямой ВС. ДалБе чрезь прямыя ЛО и АЕ проведемъ 
плоскость Р. Тогда прямая АС 
перпендикулярна въ одно и 
то же время къ нфкоторымъ 
двумь прамымь АВ и АЕ, 
проведенвымь въ плоекоети Р 
чрезъ точку А. Теперь остается 
фигуру, образованную углами 
СА, РАЕ и ЕАС, отдфаить 
оть остальныхъ элементовъ по- 
лученной нами фигуры и, не 
измВняя формы этой отдфленной фигуры, наложить входящую въ 
составъ ея плоскость Р на данную илоскоеть К (которая на 
чертеж не изображена) такъ, чтобы точка А совпала съ точкою 
Х, в прамыя АР и АЕ совпали бы съ какими либо двумя пря- 
мыми ХУ и ХИ этой плоскости. Тогда прямая АС въ новомъ 
свосмъ положен будеть перпендикулярна къ двумъ прямымъ ХУ 
и ХИ, проведеннымъ въ плоскости К. Стало-быть, изъ точки Х, 
взатой на данной плоскоети К, можеть быть проведена прямая 
АС, перпендикулярная къ нЪфкоторымъ двумь прямымъ ХУ в 
ХИ, проведеппымъ чрезъ тозку Х въ той же плоскости. Что и 


Черт. 297. 
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Замфчане. Теорема 219 доказываеть, что прямая, перпен- 
дикулярная въ двумъ пересфкающимея прамымъ, проведеннымъ въ 
данной плоскости, существустъ. 

Теорема 220. Если (черт. 228) прямая АВ перцендику- 
лярна къ двумъь прямымъ ВС и ВО, проведеннымь въ данной 
плоскости чрезь точку В ея перес5ченя съ этой плоскостью, то 
эта прямая перлендикулярна ко всякой прямой ВЕ, проходящей 
чрезь ту же точку и лежащей въ той же плоскоети. 

Доказательство.—Для доказательства этого чрезъ прямую АВ 
и ВП проведемъ плоскость и продолжимъ ее по другую сторону 
плоскости М; точно также проведем 
плоскость чрезъ прямыя АВ и ВС ипро- 
должимъ ее по другую сторону данной 
плоскости. Далве продолжимъь прамую 
АВ по другую сторону плоскости и на 
продолженши отложимъ прямую ВЕ, рав- 
ную прямой АВ. Потомъ чрезъ калшя- 
нибудь дв точки би Н прямыхь ВС 
и ВО проведемъ прямую ОН, которая 
перее$четь прямую ВЕ въ какой пибудь 
точкз ТГ; наконець, соединимъ точки А 
и Е съ точками С, Н иГ!. Тогда полу- 
чимъ равнобедренпые треугольники АСЕ 
и АНЕ, въ которыхь Аб = СЕ, а 
АН = НЕ (слдотые 2-ое теоремы 51-ой). Проведя плоскость чрезъ 
точки А, б иН, а также плоскость чрезъ точки Е, ©’ и Н, полу- 
чимъ два равпыхь треугольника АСН и ЕСН (теорема 50), и въ 
этихь тр-кахь Х АОН = ДЕН. Поэтому, Л АбТ = Л ЕбТ 
(теорема 51), и сторона АТ = ЕТ. Такимь образомь /\, АПР есть 
треугольникъ равнобедренный, и въ немъ ВТ 1 АЁ (елфдетше 1-0е 
теоремы 55), т. е. прямая АВ 1 ВЕ. Что и требовалось доказать. 

Замфчанше. Если третью прямую ВЕ провести внф угла ОВС, 
то доказательство останется по существу то же, во при этомъ не- 
обходимо прямую @Ы провести такъ, чтобы опа пересзкла прямую 
ВЕ; въ противномъ случаб тр—къ АП? не будеть образованъ. 
Выполнеше чертежа и доказательства предоставляется учащемуся. 

Опредълеше. Прямал, перпендикудярпая ко всякой прямой, 
проведенной въ данной плоскости черезъ точку пересЪчешя этой 
прямой съ плоскостью, называстся хрямою перпендикулярною кг 
данной плоскости, или же просто перпендикуляроме ив данной 
плоскости; плоскость, въ которой дапная прямая перпендикулярна, 
пазылается плоскостью, перпендикулярною к данной прямой. 


Черт. 228. 


Теорема 221. Изъ точки, взятой въ. данной плоскости, къ 
этой плоскости можно провестн периендикуляръ. ‹›, ь 

Доназательство. Для доказательства этого примемъ во вни- 
маше теорему 219 иизь точки, взятой въ данной илоскости проведемъ 
въ той же илоекости двф пересфкаюцияея пряммя и такую прямую, 
которая была бы перпендикулярна къ обфимъь этимъ прямымъ. А 
въ такомъ случаф эта послёдняя прямая (теорема 220) перпен- 
дикузярна и къ самой плоскости. Стало-быть, изъ точки, взятой 
на плоскости, къ этой плоскости можно провести перпендикуляръ. 
Что и требовалось доказать 

Теорема 222. Изь точки А, взятой па плоскоми М 
(черт. 229) къ этой плоскости можно ипровеети только одинъ 
пернендикуларъ. у 

Доказательство. Для доказательства этого предположимъ, 
что, кромв прамой АВ, перпендикулярной къ данной плоскости 
М, мы провели прямую АС, которая тоже 
перпендикулярна къ плоскости М; заеимь 
проведемь плоскость черевь точки А, Ви 
С, которая пересфчеть плоскость М въ н- 
которой прямой АМ (теорема 203). Пря- 
мая АВ должна, по условшо, быть перпен- Я м 
дикулярна къ АМ, точно закже и пря- < 
мая АС должна быть перпендикулярна къ 
АР; такамь образомь мы получили, что Черг. 299. 
ив точки, взятой на прамой АЮ въ одной 
и той-же плоскоети, къ этой прямой проведено два перпенди- 
куляра, чего быть не можеть (теорема 7). Стало-быть, изъ точки, 
взятой ча плоскости, къ этой плоскости можеть быть проведенъ 
только одинъ перпендикуляръ. Что и требовалось доказать. 

Теорема 223. Если (черт. 230) прамая АВ перпендикулярна 
къ илоскости М, а другая прямая СО, проведеньая изъ какой- 
нибудь точки дапной прямой, параллельна 


В # 


— 


плоскости, то эти двз прямыя лини взаямно- я о 
перлендикуляриы. Е 
Доказательство. Для доказательства это- 
-87 


го черезь АВ и СО проведемь плоскость, ([мв 
которая пересфчеть плоскость М въ прямой 

ВЕ. Такъ кахъ прямая АЗ перпендикулярна Черт. 230. 
къ плоскости М. то она перпендикуляриа къ 

прямой ВЕ; такъ какъ СПО параллельна къ ВЕ (теорема 207), 
то АВ перпендикуларна и къ СО (теорема 31). Что и требова- 
лось доказать. 


` 
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Теорема 224, (обратная теорем 223). Если (черт. 231) 
прямая АВ перпендикулярна къ плоскости то всякая прямая СО, 
перпепдикулярная къ данной прямой, и пе лежащая въ этой 
плоскости, параллельна той же плоскости. 

Доназательство. Для доказательства этого примемъ во вни- 
мае, что плоскоеть угла ВСП, должна пересфчь плоскость М въ 
нЪкоторой прямой ВЕ. Такъ какь АВ пер- 
пендикулярна къ М по уеловю, то она пер- 
пендикулярпа и къ прямой ВЕ; но, по уело- 
впо, опа перпендикулярна къ прямой СО, зе- 
жащей съ прямою ВЕ въ одной плоскости. 
Стало-быть, СР и ВЕ, лежаийя въ одпой и 
той-ще плоскости, перпендикулярны къ одной 
и т0й-же прямой АВ, т. е. взаимпо-параллель- 

Черт. 281. ны (теорема 14); а въ такомъ случа прямая 
СР параллельна также и плоскости М (тео- 
рема 206). Что требовалось доказаль. 

Теорема 225. Если (черт. 232) дв плоскости Ми М вза- 
имно-параллельны, то прямая АВ, перпендикулярная къ одной 
изъ нИиХЪ, & именно къ плоскости М, перпендакулярна, также и 
къ другой. 

Доказательство. Для доказательства этого проведемъ чрезъ 
основаше В перпендикуляра АВ какую-нибудь прямую ВС въ плос- 
хости М, а затВыъ проведемъ плоскость че- 
резъ прямых ‘АВ п ВС. Эга плоскость перо- 
сБчеть плоскость № въ кажой пибудь иря- 
мой АП, которая будеть параллельна ВС 
(теорема 214), и АВ такимъ образомъ должна 
быть перпендикулярна также и хъ прямой 
АР. Взявъ въ плоскости М еще одну прямую 
ВО, образующую съ прямою ВС уголь, отли- 
чаюнийся отъ нуля и оть выирямленнаго, и 
проведя плоскость черезъ прямыя ЛВ и ВО, 
получимь новую линшю АР пересфчешя этой 

Черт. 232. плоскости съ плоскостью М; эта прамая АЕ 

параллельна ВШ (теорема 214) и должна 

быть также перпендикулярна кь АВ (теорема 31). Такимъ обра- 

зомь АВ перпендикулярна къ двумъ прямымь АО и АЕ, проведен- 

нымь въ плоскости №; поэтому опа перпендикулярна и къ самой 
плоскости № (теорема 220). Что и требовалось доказать. 

Теорема 226. Если (черт. 233) изъ двухъ параллельных 
дин! АВ и СО одна (папр. первая) перпендикулярна къ дан- 
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пой плоскости М, то и другая перпендикулярна съ той же плос- 


кости. 


Доказательство. Для доказательства этого проведемъ илос- 
кость, въ которой лежать обф наралаельныя прямых, и лин ВЕ 


пересфчен!я сз съ плоскостью М; убЪдимея, 
что (теорема 220) СЕ + ВЕ. Теперь ос- 
тается доказать, что СЕ пернендикулярна 
еще къ одной прямой, напр., къ прямой ЕО, 
проведепной вт плоскости М. Для доказатель- 
ства этого въ илоскости М, проведемь изъ 
точки В прямую ВГ, а изъ точки Е, иря- 
‘мую РЕ паразлельную къ ВЕ и имфющую 
то ве направлено, что прямая ВЕ. Тогда 
АВ периендикулярна къ ВЕ, а Д СЕР = 


р 


с 


= 


Черт. 233. 


С АВЕ (теорема 212), т. е. уголь СОЕ ость тоже прямой, а 
потому прямая СЁ порпевдикулярна и къ прямой ЕО, т. е. 
(тоорема 220) она тоже перпендикулярна къ плоскоети М. Что 


и требовалось доказать. 


Теорема 227 (обратная теорем 226). Если дв прямыя 
АВ и СП перпендикулярны къ одной и той же плоскости М, то 


-онф другъ другу параллельны. 
Доказательство. Для доказательства 
этого предположим, что он пе параллель- 
ны; стало-быть, изъ точки 0 плоскости М, 
можно провести какую нибудь прямую ОЕ, 
параллельную къ АЗВ. Тогда (теорема 227) 


А 


изъ точки Ю плоскости М къ ней проведены (м 


дв% перцендикуларныя прямыя ОСи ПЕ, чего 
быть пе можеть (теорема 222). Стало быть, 
прямая СР параллельна прямой АВ. Что 
и требовалось доказать. 

Теорема 228. Изь точки А, взятой 
внЪ плоскости М, къ этой плоскости можно 
‘провести перпепдикуляръ. 

Доказательство. Дая доказательства эт0- 
‚го возьмемъ какую нибудь точку В на излое- 
кости М и ироведемъ перпендикуаярь къ 
плоскости М изъ этой точки (теорема 221). 
Если-бы иперпендикуляръ, проведенный изъ 
точки В къ плоскости М, ирошелъ черезъ 
точку А, то подлежащая доказательству тео- 
фема была-бы доказана. Если же перпендику- 


Черт. 234. 
А 


св 


р 
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лиръ ВО, проведенный изъ точки В къ плоскости М, не проходнтъ. 
черезъ точку А, то мы изъ точки А можемъ провести прямую’ 
АС, иараллельную къ прямой ВО, и въ такомъ случа (теоре- 
ма 226) прямая АС' пернондакулярна къ плоскости М. Гакямъ 
образомъ изъ веякой точки, взятой впф плоскости, къ этой пос- 
лфдией можпо провести пернендикуляръ. Что и требовалось до- 
казалъ. 

Теорема 229. Изъ точки А (чорт.236), взятой ви илоскоети М, 
къ этой плоскости можпо провести только одипъ периендикуляръ. 

Доказательство. Для доказательства этого предположимъ, 
что изъ точки А къ плоскости М проведенъь перпендикуляръ АВ 

и что изъ той же точки къ той же плоскости 

4 проведенъ еще одипьъ порпевдикуляръ АС, при- 

чемъ точки В и С суть точки переечешя плос- 

кости М съ прямыми АВ и АС. Тогда прове- 

демъ плоскость черезь лиши ВА и СА; эта 

м илоскость должна перееьчь ихоскоель М въ 

в Я прямой ВС (теорема 203). Но въ такомъ 

случа прамыя АВ и АС 06% периенлику- 

лярны къ прямой ВС; чего быть не можеть, 

Стало. быть, изъ точки, взятой внф плоскости, 

къ этой плоскости можно провести только одинъ иерпендикуляръ. 
Что и требовалось доказать, 

ОпредВленя. Еези перпендикуларь къ пзлоскосли прове- 
день изъ точки, взятой на отой плоскоети, то говорять, что’ 
перпендикулярь возставленг къ данной плоскоети; еели жо перпен- 
дикулиръ къ илоскоста проведень изъ точки, взятой внф ея, 
то говорять, что онъ опущенг на плоскость. Основал перпен- 
дикуляра, опущешиаго изъ данцой точки па данпую плоскость, 
называется ироэкиею этой сточни ва данвую плоскость, а 
также основащеме или подножаема пертендикуляра. Прямая, соеди- 
нающая основаше двухъ периендикуляровъ, опущенпыхь изъ край- 
нихь точекъ какой пибудь копечной прямой, лежащей вы данной 
плоскости, пазывается ироэкиею этой копечной прямой. За про- 
экцио точки, зежащей въ дапной плоскости, на ту же плоскость. 
принимаютль точку, совпадающую съ данпою. Еели дана конечная 
прямая, то проэкщею этой прямой называется ирямая, соедиияю- 
щая проэкщи крайнихь точекъ прямой, какъ бы эти крайшя точки 
ни лежали. Паклонною КЪ данной плоскоети называется всякая 
не перпендикулярная къ данной плоскости конечная прамал, соеди- 
пиющая точку, лежащую вн илоскости ©5 точкою, лежащею- 
на этой илоскоети. 


Черг. 286. 
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ворема 230. Если изъточки, взатой виф плоскости, опустить 
на эту плоскость периендикулярт и паклопвую, та длина пер- 
пеидикулира мепьше длины пакаонпой. 

Доказательство предоставлястел учащемуся. 

Замфчаме. Порпепдикулярь, опущенпый изъ точки, взятой 
вп плоскости, па эту илоекость, есть такимъ образомъ кралчай- 
шее разстояше между этою точкою и плоскостью. 

Теорема 231. Если изъ точки А, взятой внЪ плоскости М, 
проведены иерпендикуляръ АР идв$ наклонныя АВиАС и если про- 
экщи этихь паклонныхь равны между собою, то и самыя наклонныя 
тоже между собою равны. 

Доказательство. Для доказательства этого (выполнеше чер- 
тежа продоставляетея учащемуся) проведемъ черезъ точки А, В 
и Р одпу плоскость, а чрезь точки А, С и РБ — другую; 
тогда получимь два прямоугозьныхь треугольвика АВР и АСЬ, 
которые равны между собою (сядетые 1-0е теоремы 51), 
и в5 нихь гипотенузы АВ и АС тоже между собою равны. Чло 
и требовалось доказать. .. 

Теорема 232 (обратная теорем 231). Еели двВ накаон- 
ныя АВ и АС кь одной и той же плоскости, проведенных изъ 
одпой и той же точки А, взатой вн плоскости, равны между с0- 
бою, то и проэкщи этихъ наклопныхь на ту же плоскость тоже 
между собою равны. 

Доказательство. Для доказательства этого (выполнеше чер- 
тежа предоставаяется учащемуся) проведемт чрезъ точки А,В 
и Г одну плоскость, а чрезь точки А, С и О—другую; тогда 
треугольшки АВО и АСО между собою равны (теорема 66); 
& въ такомъ случаЪ п прямыя ВР и СО, т. е. проэкщи наклонныхъ 
АВ и АС, между собою тоже равны. Что и требовалось доказать. 

Теорема 238. Если (черт. 237) изъ точки А, взатой вы 
данной плоскости М, проведены дв наклон- 
кыя АВ и АС и если проэкщая ВО и СР д 
этихь наклонвыхь между собою не равны, 
то и самыя наклонных между собою пе равпы, 
призомь большей прозеши соотвЪтеткуеть 
большая паклонная. 

Доказательство. Для доказательства это- 
го проведемъ чрезъ точки А, Ви Р одну 
плоскость, а чрезь точки А, С и О другую, 
и примемъ во внимаше, что, на основана Черт. 287. 
Ппеагоровой теоремы, 

АВ* == ВО* + АП, а АС? — С0*- АО®; 
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но, по условно вр 2 ср, а потому (аке1ома. 9). 
ВО: -- 02 СП*- АБ», или ДВ*2 46%, т.е АВЗАС. 
Что и требовалось доказать. 

Теорема 234 (обратная теоремв 233). Вели дзЪ паклон- 
-ныя, проведеныя изъ точки, взятой вп прямой, не равны между 
собою, то проэкщя большей наклонной больше проэкци меньшей. 

Доказательство этой теоремы предоставляется учащемуея; 
оно можеть быть поведено либо способомъ оть противоположна- 
то, либо же съ помощью Пиоагоровой теоремы. 

Замфчане. Учащимся предлагается доказаль теорему 233 
независимо отъ Пиеагоровой. 

Теорема 235. Если (черт. 238) изъ точки А, взятой вн 
‘плоскости М, па эту плоскость опустить перпендикулярь АВ и 
нЪкоторую наклонную АС, если въ той же плоскости провести прямую 
ТЕ, периспдикулярную къ проэкщи ВС данной иаклониой АС, то 
эта прямая ОЕ пернендикуляриа также къ самой паклониой АС. 

Доказательство. Для доказательства этого отъ точки С пря- 
мой ОЕ отложимъ равные между собою отр№зки СЕ и Сб, соеди- 
нимъ точку А съ точками @ 
и Е и проведемь илоскости 
чрезь точки: А, Виб; А, В 
и С; А, Ви Ги чрезь точки 
А, биЕ. Прежде всего раз- 
смотримь /\ ЕВ@. Это треу- 
гольпикъ равнобедренный (ел$д- 
стые 2-о0е теоромы 51), и въ 
пемъ сторона ВС == ВЕ, а ио- 
тому пакаонных Аби АЕ между 
собою равны (теорема 231); 
вольдетые этого Л) АРС есть 
тоже троугольникъ равпобед- 
ренный, и въ пемъ (теорема 55) 
прамая АС перпендикулярна 
къ основапно СГ, т. е. прямая 
ТЕ периендикулярна къ АС. Что и требовалось доказать. 

Замфчане. Эта теорема извзетна подъ именемъ „теоремы трехь 
перпеядикуляровъ“. 

Теорема 286, (обратная теоремв 235). Если дапа паклон- 
ная къ плоскоста и если эга наклонная перпендикулярна къ в$- 
которой прямой, проведениой въ той же плоскости 10 и ироэкщя 
этой наклонной перпендикулярна къ той же прямой. 


Черт. 231. 


Доказательство ведется такъ же, какъ доказательство тео- 
ремы 235 н предоставляетея учащемуся. 

Замфчане. Теоремы 235 и 236 часто выражаются въ сл%- 
дующей болфе удобной формЪ: ироэкщя прямого угла на данную 
плоскость, если одна изъ сторонъ этого угла совиадаетъ съ этою 
плоскостью, сеть уголь прямой, и обратно: еели сторона даннаго 
угла совпадаеть съ данцою плоскостью и проэкщя этого угла на 
эту плоскость есть уголь прямой, то данвый уголь есть тоже 
уголь прямой.—При этомъ проэкщею угла па плоскость вазы- 
валютЪ уголь, сторовы котораго еуть проэкщи сторонъ давнаго- 
угла на ханпую илоскость. 

Теорема 237. Чрезъ точку А, взатую на данной прямой 
ВС, можно провести плоскость, периендикулярную къ этой прямой. 

Доказательство. Для доказатезелва этого (черт. 239) про- 
водемъ чорезъ прямую ВС какую нибудь илоекоеть М и изъ точки 
А въ этой плоскости периендику- 
ляръ АШ къ прямой ВС; залВмь 
чрезт прямую ВС проведемъ 
другую плоскость № и въ этой 
послЪдней плоскости прамую 
АЕ, перпондикулярпую къ той- 
же прямой ВС. Плоскость, про- 
веденная черезъ прямыя Ари 
АЕ, периевдикулярна къ пря- 
мой ВС (теорема 220); стазо- 
быть, изъ точки, взятой па давной прямой, къ этой прямой можно: 
провести перпендикулярную къ пей плоскость. Что и требовахоеь 
доказать. ‚ 

Теорема 238. Изь точки А, вззтой р 
на прамой ВС, можно провестя только одпу | Я 
перпендикулярную къ ней плоскость. 

Доказательство. Дая доказательства | 
этого въ плоскости чертежа 240 зозьмемъ 4 В 
произвольную прямую АВ и на этой прямой 
произвольную точку (С; пусть чрезъ эту 
послВднюю точку проходить илоекоеть, пер- 
пеидикулярная къ прямой АВ, и пусть эта в Е 
плоскость перес®каеть плоскость чертежа 
въ прямой РЕ. Предиоложнмь далЪе, что 
чрозъ ту же точку С можно провести еще одну плоскость, 
перпоидикуларную къ прямой АВ, и пусть эта плоскость пе- 
роефчеть плоскость чертежа въ прямой Р@. Тогда (теорема 


Черт. 239. 


Черт. 240. 
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220) прямая СО 1 ВС, и кромф того прямая СЕ Г ВС. Чего 
быть не можеть (теорема 7). Стало быть, изъ точки, взятой 
на прямой лиши, къ этой лиши можно провести только одпу 
перпендикулярную плоскость. Что и требовалось доказаль. 

Замбчане. Учащемуся предоставляется убфдиться въ томъ, 
что плоскость, перцепдикулярная къ дапной прямой въ данной 
ТОчЧЕВ ея, сеть теометрическое м%сто всЪхъ прамыхъ, перпепди- 
кулярныхъ къ дапной прямой въ дапной точк». 

Теорема 239. Изъ точки, взятой ви прямой, можно провести 
перпепдикулярную въ этой прямой плоскость. 

Доказательство предоставляотся учащемуся. 

Теорема 240. Изъ точки А (выполнеше чертежа иродо- 
ставляетея учащемуся), взятой вн прямой ВС, къ этой прямой 
можно ировеста только одну перпендикулярную плоскость. 

Доказательство. Для ‘доказательства этого предстазвимъ ссбЪ въ 
илоскости чертежа прямую АВ я въ той же плоекости точку С, 
лежащую вн этой прямой; пусть, кром того, чрезъ точку С 
проведена плоскость, перпендикулярная къ прямой АВ, и пусть 
эта плоскость пересвкаеть плоскость чертежа вь прямой СО. 
Далфе предположимъ, что черезъ ту же тозку С возможно про- 
вести еще одну плоскость, перпендикулярную къ прямой АВ, и 
пусть эта плоскость пересВчеть плоскость чертежа въ прямой 
СЕ. Тогла и прямая СО,-и прамая СЁ перпендикулярны къ 
прямой АВ, чего быть не можеть (теорема 33). СОтало-быть, изъ 
точки, взятой внф прямой, къ этой прямой можно провести только 
одну дерпепдикулярную плоскость. Что и требовалось доказать 

ОнпредВлен1е. Разстоящеме зточки отв плоскости пазы- 
вается длина перпепдикуляра, опущепиаго изъ этой точки на 
данную плоскость. 

Теорема 241. Если (выполнеше чертежа предоставляется 
учащемуся) данная прямая АВ параллельна данной плоскости 
М, то разстояье вебхъ точекъ прямой отъ плоскости равны между 
собою. 

Доказательство. Для доказательства этого возьмемъ двЪ про- 
извольныя точки С и ЮО прямой АВ, опустимъ изъ пяхъ иер- 
пендикулары СЕ и ОГ па плоскость М и примемь во внимаше, 
что СЕ || РЕ (теерема 227), а потому (теорема 68) СЕ == ОР. 
Что и требовалось хоказать. 

ОпредВлеше. „Разстоящеме прямой отв параллельной кб 
ней плоскости пазывается длиНа пернендикуляра, опущенпаго изъ 
какой нибудь точки этой прямой на оту плоскость. 


Теорема 242. Вели (черт. 241) даны дв параллельныя пло- 
«кости М и М, то разетояшя вебхъ точекъ одной изъ нихь оть 
другой равны между собою. 

Доказательство. Для доказательства это- 
го примемъ во впямаше, что всф точки пря- 
мой АВ, соединяющей точки А и В въ пз0- М 
скости М, паходятея па одинаковомь раз- 
стоя отъ плоскости м; стало-быть, если 
АС и ВР порознь пернендикулярны къ ило- 
скоети №, то АС==ВО (теорема 217). Точ- 
но такъ ме убфдимся, что всякая третья 
точка К находится въ томъ-же разстозни отъ Черт. 241. 
млоскости М. Что и требовалось доказать. 
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Теорема 243. Если (черт. 242) даны кавя-нибудь двВ пря- 
мыя АВ и СР въ пространствЪ, имфюция опредфленныя направ- 
лешя, если взять какую-пибудь точку Е, лежащую внф этихь 
прямыхъ, и провести изъ нея дв ирямыя, порознь параллельныя 
давнымь прамымъ ин пмёюншия тф же направлешя, то величина 
угла, образоваппаго этими по- в 
слфдиими прамыми, пе зави- й @ 
ФитЪ оть м\ста, занимасмаго 
точкою Е въ пространствЪ, г. ы 
®. представлаеть для дазныхъ р и 
двухЪ ирямыхъ АВ и СР ве- Из в 
личину постоянную. и 

Доказательство. Для до- 
казательства этого возьмемъ 
еще какую-нибудь произволь- 
ную точку Е, я проводемъ изъ д 
нся прямую Е, 1, паразлезь 
вую къ АВ и имфющую съ ы 
ею одно и то же направлен!с, Черг 242. 

и прамую Е, @, параллельную 

къ СР и имзющую съ этою поелфднею одно и то же напраз- 
лее. Тогда (теорема 208) ЕТ, || ЕЁ, а Е,6, | Еб; а потому 
(тсорема 212) 2. Е.Е,б, = Д ЕЕС. Что и требовалось доказаль. 

Опредф лее. Умоме 9вулб прямые лиш называется 
уголь, образованный двумя прямымь, параллельными къ даннымъ 
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прямымъ и имзющими т же направлешя. — Когда направлен 
данныхь двухъ прамыхъ пе извфетны, то говорятъ, что эти по- 
слёдШя образуютъ четыре угла. 

ЗамфчанЕ 1-е. Если давныях двз прямыя лежать въ одной 
плоскости, 10 приложеше выше дапнаго оиредфленя къ этому 
частному случаю пе приводить ни къ какимь иосообразвостямь; 
если данныя дв прямыя параллельны и имзютъ одно п 10 же 
направхеше, то условились припимать, что онф образуютъ, согласно 
опредфленио, уголь равпый пулю; въ случа же, когда данныя 
двф параллельныя прямыя имзютъ прямо противоположныя на- 
правлешя, оп образуютъ уголь равный выпрямленному.—Такимъ 
образомъ дапное выше опредфлене угла, образованпаго двумя 
прямыми, остается справедливымъ для всякихь двухъ прямыхъ, 
каково бы ви было ихъ положеше и направлеше въ пространств. 

Замфчане 2-е. Благодаря обобщенному такимь образомъ 
понятно угла, образоваинаго двумя прямыми, ифкоторыя теоремы 
(220, 224, 235) могуть быть значительно проще формузиро- 
ваны. Для того чтобы дать представлеше о формулировкВ этихъ 
теоремъ, замфтимъ, что теорема 220 можеть быть формулиро- 
вана также и слБдующимь образомъ: если прямая периендику- 
ларна къ двумъ хахиме уюдно прамымъ, проведепнымъ на данной 
плоскости подъ угломъ, отличающимся отъ нуля и отъ выпрям- 
„леннаго, то она порпепдикулярна ко всякой прямой, проведенной 
въ той же плоскости. 

Теорема 244. Если (черт. 243) данная прямая АВ наклона 
въ данной плоскости М, то уголь АВС, образованлый этою пря- 
мою со своей проэкщею на дапную пзоскость, мевыше угла, образо- 
ваннаго тою-же прямою съ любою прямою, пе параллельною къ 
этой проэкщи. 


Довазательство. Для доказательства этого примемъ во вви- 
ман!е, что АВС есть уголь пепремфино острый и что изъ нашихъ 
разсуждешй такимъ образомь должны быть исклю- 
чены всВ случаи, когда уголь, образованный пря- 
мою АВ и какою нибудь прямою, взятою въ илое- 
кости М, есть уголь тупой ила прямой; тогда 

В < )намъ досталочно раземотрёть случай, когда пря- 
Е5,/ мал ВГ проходить чрезь основаше В паклопной 

Черт. 943.  АВ,притомъ такъ, Что / АВО тоже уголь ост- 
рый. Предположимъ, что Х АВО = // АВС; отло- 

жимъ па прямой ВР отрфзокъ ВЕ равный проэющи ВС и соеди- 
нимъ точку А съ точкою Е. Тогда получимъ два треугольюика 


У 
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ВАС и ВАЕ, въ которыхъ (теорема 54) ДАВС < Д АВЕ. Что 
и требовалось доказать. 

Фпред$леше. Уломе прямой с наклонною кв ней плос- 
костью павывается уголь, образоваппый этою прямою съ ея проэк- 
щею на данпую плоскость. 

Замфчаше. Когда даплая прямая периендикулярна къ дан- 
ной плоскости, тогда это оиредзлеше угла прямой съ плоскостью 
неприложимо; песмотря на то, въ этомъ случаВ говорять, что 
прямая образуеть съ плоскостью прямой уголь (почему?). 


$ 5. О двутраниыхь пли плоскостныхь увлаль. 


Опредвленйя. ДвЪ безконечныя пересфкаюцияея плоскости 
раздвляютъ пространство на четыре части. При этомъ получается 
четыре двуфанныхе или плоскостныхе узла. Поняте объ угл, 
образованномъ двумя илоскостами, проходящими чрезь одну и ту 
же прямую, принадлежить къ числу ионятШ первоначальных, 
осповныхъ, пе подлежащих опредфленио. Плоскости, образующя 
двуграниый уголь, называются сторонами двураннао ума, линз 
же поресзчешя этихъ илоскостей реброме или вершиною двуфрач- 
наю ума. Двугранный уголь обозначается на письмЪ, чаще всего, 
съ помощью двухь буквъ, обозпачающихь его ребро; если-же 
данное ребро принадлежить нфеколькимъ двуграпнымъ угламъ, то 
двугранный уголь обозначается четырьмя буквами, изъ которыхь 
двф среднйя обозначаютъ ребро данваго двуграпнаго угла, а край- 
ны-—двф точки, лежапия на сторопахь угла. Двугранные углы 
пазываются равными, если они могутъ быть помфщены одинъ въ 
другой такъ, чтобы ребра ихь и стороны совмфстились; смеж- 
ными называются другранные углы, у которыхъ общая вершина, 
одна общая сторопа, а прошя дв стороны лежать по разныя 
стороны вершины и составляють одну плоскость; вертикальными 
называются двугранные углы, въ которыхъ стороны одного угла 
сосхавляютъ продолженя сторонъ другого. Двугранный уготь 
разематриваютъ вообще какъ н5которую величину, т. е. двугранные 
углы можно складывать, одинъ уголь можно вычесть изъ другого, 
двугранный уголь можно умножить на любое число, ит. д. 
Плоскость, дфлящая данный двугранный уголь пополамъ, назы- 
вается равнодплящею этого угла. ФОдинъ двугранный уголь счи- 
тается болмше другого, когда онъ равенъ сумм этого второго 
угла съ какимъ-пибудь третьимъ двугравнымь угломъ. 

15 
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Теорема 245. Если (черт. 244) данъ двугранный уголь МАВХ, 
то существуетъ только одна плоеко- 
сть РАВХ, дёлащая этоть уголь по- 

Р) поламъ. 
Доказательство этой теоремы 
аналогично доказательству теоремы 
3-й и предоставляется учащемуся. 
Теорема 246. Ве выпрамлен- 
№ ные двугранные углы равны между 
собою. 
Доказательство этой теоремы 
Ч ведется на основанш теоремы 2-й, 
Черг. 244. апалогично доказательству теоремы 
4-й, и предоставляется учащемуся. 

Опредълене. Половина выпрямлепнаго двуграннаго угла 
называется прямыме двуфранныме умом. 

Теорема 247. Вс прямые двугранные углы равпы между 
собою. 

Теорема 248. Сумма двухъ смежныхь двугранныхь угловъ 
равна сумм двухъ прямыхь двугранпыхь угловъ. 

Доказательство теоремь 247 и 248 подобно доказательству 
теоремь 5-й и 3-й. 

Замфчане. Учащемуся предлагается, въ качеств полезнаго 
упражнемя, прослфдить-—каыя допущевшя теоремы о прямолиней- 
ныхь углахь (Планиметрая, $65 3 и 4) могутъ быть распространены 

на углы двугранные. 
м Теорема 249. Если 
(черт. 245) изъ точки А, взя-. 
той ва ребрз ВС данпаго дву- 
[9 траннаго угла МВСМ возета- 
вить но перпендикуляру въ 
У каждой изъ плоскостей, его 
образующихь, то ииевцый 
уголъ РАЕ, образованный эти- 
В ми перпендикулярами, не за- 
Черт. 245. рисить отъ того, гдВ взята 
точка А, т. е. представляеть 

собою величину постоянную для данпаго двуграннаго угла. 

Доказательство. Для доказательства этого возьмемь на ребру 
двуграннаго угла какую нибудь другую, вполнв произвольную, 
точку А, и проведемъ въ плоскостяхь М и М перпендикуляры 
АЛ, и ‘А ‚Е, къ прямой ВС. Тогда (теорема 14) АР || АО, а 


АЕ || А, Е,; въ такомъ случа (теорема 213) { РАЕ = ДР.АЕ,, 
т. в. величина угла РАЕ пе завиенть отъ того, еъ какою точкою 
ребра совмадасть точка Л и, поэтому, предетавляеть собою, для 
дапнаго двугранпаго угла, воличину постояппую. Что и требова- 
лось доказать. 

Замфчане. Теорема 248 можеть быть формулирована также 
слёдующимъ образомъ: уголъ, образованный лишями пересёченя 
грапей двуграниаго угла съ плоскостью, перпепдикулярною къ 
ребру этого посл дняго, есть величипа постоянная. 

Опредвлеше. Если изъ какой либо точки ребра двугран- 
наго угла провести перпендикуляры юъ этому ребру, лежаие въ 
трапихъ этого угла, то уголь, образованный этими перпендику- 
лярами другь съ другомъ, называется линёйныме умом даннаго 
двуграпнаго угла. 

Теорема 250. Если (черт. 246) линейные углы АВС в РЕЕ 
даниыхь двухъ двугранныхь угловь МХУМ и РАО равпы между 
собою, 10 и самые двугранные углы тоже между с0бою равны. 

Доказательство. Для доказательства этого наложлыь дву- 
траппый уголь ХУ на двугранный уголь ИО такъ, чтобы точка 


М 2 
и 
ра 
и. 2х 
в А 
Хх. ® 


Черт. 246. 

В совлала съ точкою Е н лицейный уголь АВС совналь съ ли- 
нойпымъ угломь РЕГ. Тогда (теорема 5) прямая ХУ совиадеть 
съ прямою 20; а въ такомь случа (тоорома 2) плоскоеть М 
совпадеть съ плоскостью Р, а илоскоеть М№—еъ плоскостью 0. 
Стало-быть, дапные двугранные углы равны между с0бою. Что 
и требовалось доказать. 

Слбдетве. Если линейный уголь даннаго двуграяпаго угла— 
уголь прямой, то и двугранный уголъ—уголь прямой. 

Теорема 251 (обратпая теоремь 250). Если два двугран- 
ныхъ угла равны между собою, то и линейные углы ихь тоже 
равны между собою. 

Доназательство ведется паложешемъь п предоставаяется уча- 
щемуся. 
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Слфдетве. Если двугранный уголь ееть уголь прямой, ток 
его линейный уголь прямой. 

Теорема 252. Если (черт. 247) данная плоскость М про- 
ходить черезь прямую АВ, перпендикулярную въ другой данной 
плоскости М, то эти двБ плоскости одна съ другою образують 
прямые двугранные углы. 

Доказательство. Дая доказательства этого предположимъ,, 
что прямая СП есть лишя переефчешя плоскостей М и №, и про- 
зедемъь въ плоскости М прямую ВЕ, перпен- 
дикулярную къ прамой СО; кромВ того, про- 
ведемъь чрезь прямыя АВ и ВЕ плоскость. 
Тогда х АВЕ есть линейный уголъ двугран- 
наго угла МСОМ. Но, по уеловш, прямая 
АВ пераендикулярна къ илоскости М, сл8- 
довательно она перпендикулярпа и къ ипря- 
мой ВЕ. А потому (слёдетые теоремы 250) 

Черт. 247. двугранный уголь МСОМ ееть уголь прямой. 
Что и требовалось доказать. 

Теорема 253. Если (черт. 248) двф илоскослн М и № 
взаимно-перпендикулярны, то прамая АВ, проведенная въ одной 
изъ нихъ, напр. въ изоскости М, перпендикулярно къ лини РЕ пере- 
сфчешя этихь плоскостей, перпендикуларна и къ другой плоскости. 

Доказательство. Для доказательства этого проведемь въ 
плоскости М прямую ВС, перпепдикулярную къ прямой РЕ, а 
также плоскость чрезь прямыя АВиВС; 
тогда { АВС есть уголь прямой (слфдетве 
теоремы 251). Стало-быть (теорема 220) 
прямая АВ перпендикулярна и къ самой 
плоскости М. Что и требовалось доказать. 

Сльдстве 1-е. Если прямая иметь. 
съ одпою изъ взаимпо-перпендикулярныхь 
плоскостей общую точку и если опа въ 
то же время перпендикулярна къ другой 
плоскости, то она вся лежитъ въ первой 

Черт. 248. плоскости. ДЪйствительно: если-бы она 

не лежала въ первой плоскости, то изъ общей 

точки этой прямой и плоскости къ другой плоскости можно было-бы 
провести два перпендикуляра, чего быть не можеть (теорема 230). 

Слфдстве 2-е. Если дв пересВкалопияся плоскости порознь 
перпендикулярны къ третьей, то линя пересзчен!я первыхъ двухь 
плоскостей тоже перпендикулярна къ этой плоскости. — ДЪй- 
ствительно: если мы изъ какой нибудь точки этой лиши пере- 
сЖполут опустимт, пориопликуляюь па третью нпаоскость, то этот. 
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‘перпендикуляръ должешь лежать въ одно время въ обзихъ данныхь 
илоскоетяхь (елфдетые 1-06); стало-быть, онъ совпадаеть съ 
чишею ихъ перееВчешя. 

Теорема 254. Если (черт. 249) изъ точки А, взятой внутри 
двуграциаго угла ОВСМ, провести пернендикуляры А) и АЕ кь 
каждой изъ сторонъ его, то сумма двухъ угловъ: угла, образованнаго 
этими перпепдикулярами другъ съ другомъ, и линейнаго угла дан- 
паго двугранпаго угла, равна 2 4. 

Доказательство. Для доказа- р 
тельства этого чрезъ стороны угла 
ТАЕ проведемь плоекость, которая с 
пересвчеть плоскости М и М вь 
прямыхь ОЕ и ЕЕ. Въ такомъ слу- 
ча С ОЕЕ равенъ липейному углу В 
даннаго двуграннаго угла. Но (тео- 
фема 68) КАЁКХЕНИЕ-- 

ХО =44; слфдовательно (акею- 
ма 8) КА ДЕ =234. Что и требовалось доказать. 

Теорема 255. Двугранные углы относятся между собою, 
какъ ихъ линейные углы. 

Доказательство этой теоремы предоставляется учащемуся, такъ 
какъ оно ведотся аналогично доказательству теоремы 119. 

Замбчане. Благодаря этой теорем, величину двугранпыхь 
угловь выражають въ тБхъ-же единицахь мфры, въ каких выра- 
жаютъ волачипу дугъ окружпости и угловъ, т. ©. въ градусахь, 
минутахь и секупдахъ. 


Черт. 000. 


$6. 0 штотранныхь урлахь. 


Фнредвлен я. Три безконечныя плоскости, изъ которыхь 
каждыя двф взаимно пересВкаются, раздВлиютъ безконечное про- 
страпство па восемь частей, изъ которыхь каждая даеть намъ 
поняе о треллранноме умль; общая точка лишй перосфчешя 
трехъ данных илоскостей называется вершиною зтрезлраннало 
члла, лия же пересбчешя каждой пары плоскостей пазывается 
ребром треллраннаю ума; прямолинейные углы,’ ограпичивающие 
данный трехгранный уголь, называются плоскими умами, или зра- 
нями, или же сторонами трелраниа улла. Такъ, черт. 250 даетъ 
представлеше о восьми трехгранныхь углахъ, образованныхь при 
ззаимномь пересечении трехъ илоскостей М, № и0. 

Если взять ифсколько отдфльныхь прямолинейныхь угловъ, 
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вторую сторону перваго изъ пихъ совмфстить еъ первою сторо- 
ною второго угла такъ, чтобы вершипы угловъ совпали, & илос- 
кости ихъ образовали’ двуграаный уголь, отличаюнийея отъь нуля 
и отъ выпрямленнаго угла, осли да- 
бе со второю стороною второго ли- 
нейнаго угла подобным же образомъ 
совмфстить первую сторону третьяго 
линейнаго угла ит. д., до тёхь поръ, 
пока вторая сторона поелёдняго угла 
совметится съ первою стороною пер- 
зато угла, то въ результатВ получится 
мнооранный ул. Каждый изъ пря- 
молинейныхь угловъ, его образую- 
щихъ, назывиется плоским узлом или 
зранъю, иди стороною мноютраннало 
Чпла; каждая изъ прямыхъ, составля- 
ющихь пересвчене двухь смежных 
граней, пазывается ребром ума; об- 
щал точка персебченя вебхъ реберъ 
даннаго мпогограннаго угла, пазы- 


я 


Черт. 250. 


Ку 


Черт. 251. 


вается вершиною узла. Такъ, на черт. 251 изображены два миого- 
гранныхь угла: одинъ о пяти и другой —0о четырехь грапяхъ. 
Если многограчный уголъ простирается только по одну сто- 
рону каждой изъ граней этого многограплаго угза, вродолжениой до 
безконечноети во вевхъь паправлешяхь, то такой многогранный 
уголъ вазывается выпухлымг; въ противномъ сзучаБ опь назы- 
вается вознутымё мнораниымв Узломб или умом5 со входящими 
двуфанными умами. Такъ, черт. 252 изображаеть шестиграцный 
уголъ. привадлежаний къ послЬдиему роду многограппыхъ угловъ, 
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& черт. 253 изображаеть вогиутый трехгранный” угозъ, котораго 
одна грань ссть вогнутый уголь АЗМС, а остальныя грани ХАЗВ 
и { В5С. Обозпачнотея млогограииые углы либо одпою буквою, 
стоящею у вершивы, либо же иЪеколькими буквами (трехгранные— 
четырьмя, четырехграниые— пятью и т. д.), изъ которыхъ первая 
обозпачасть вершипу, а остальныя-—точки па послфдовательно 
взятыхь ребрахъ угла. 


К В 
: С 
Е 
ы а 
Е 
Черт. 252. Черт. 253. 


Замфчане. Совокупноеть всбхь граней многограннаго или 
трехграннаго угла можно разематривать хакъ сядь ифкоторой 
прамой, проходящей чрезъ вершипу угла и двигавшейся въ плос- 
кости первой грани до тВх® поръ, нока была описана эта грань, 
затБыъ продолжавшей двигаться въ плоскости второй грани, пока 
эта послВдияя грань была ею описана и т. д. до т№хь поръ, пока 
прямая, наконець, приняла первоначальное свое положене, т. е. 
совцала съ первымь ребромъ многограннаго угла. 

Теорема 256. Въ выпукломъ трехгранномъ угл 5 (черт. 254) 
сумма каждыхь двухъ плоскихь угловь его боле третьяго. 

Доказательство. Для доказательства этого примемъ во вни- 
мане, что ссли треш плосый  мепьше одного изъ осталь- 
ныхЪ двухъ или равепъ ему, то теорема въ доказательств® пе 
нуждается. А потому въ доказательств нуждается только тотъ 
случай, когда трет уголъ больше каждаго изъ остальныхь двухъ 
плоскихь угловъ. Пусть ВС больше каждаго изъ остальныхь 
плоскихь угловъ дапнаго трехграннаго угла 5. Тогда отложимъ 
па грани В$5С уголь В5Х, равный углу ВЗА, и на прямыхъ 
ЗА и 5Х оть точки З— равные между собою отрёзки ЗЕ и 50; 
зазфмъ черезъ точки Е и № и какую пибудь точку С ребра ЭВ 
проведемъ пзоскость, которая нересфчегь грани въ прямыхъ СЕ,ЕЕ 
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и СЕ. Разсмотримъ треугольники С5Е и $0, которые по по- 
строешю, равны между собою (теорема 51); отсюда получимъ, 


К 


с 
Черт. 254. 


что сторона СЕ == 00. Но (теорема 44) бЕ-- ЕР> бР. 
Отнявъ оть первой части этого неравенства С, а отъ второй 
(6-0 (акейома 9), получимъ, что ЕЁ > ПЕ, А потому С АЗЕ> ХОЗЕ 
(теорема 51). Стало-быть (аке1ома 9), 

С А$ЗВ- 24А80>Г В5С. 
Что и требовалось доказать. 

Слфдетве. Каждый изъ плоскихъь угловъ многограннаго угла 
меньше суммы всёхъ прочихъ угловь даннаго мпогограннаго угла. 
Дъйствительно: проведя плоскости, проходящия чрезъь одну изъ 
сторонъ даннаго плоскаго угла и черезь вс остальпыя ребра 
даннаго многограннаго угла, получимъ радъ трехгранныхь угдовъ, 
изъ которыхъ учащемуся предоставляется вывести это слВдетве, 
пользуяеь теоремой 256 и акоомой 7-й. 

Замфчане. Учащемуся предлагастся ранфе изучен!я послЁ- 
дующихь теоремъ пр1обрзсти навыкъ въ распознаваши положен я 
въ прострапствВ изображенныхь на черт. 259—262 трехгранныхь 
угловъ. Черт. 260 изображаеть уголь, обращенный къ зрителю 
вершиною; черт. 262 изображаеть уголь, обращенный къ зрителю 
одною изъ своихъ граней, ит. д. 

Теорема 257. Если (черт. 255) въ данномь трехгранномъ 
угл 5 два двуграпиые угла САЗВ и СВЗА прямые, то противо- 
лежапие имъ плосше углы С5В и СЗА тоже прямые. 
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Доказательство. Для доказательства этого примемъ во вни- 

мане, что плоскости АСи ВС пер- ры 
пендикулярцы въ илоскости АВ, а 
потому (слёдетые 2-0е теоремы 253) 
и зишы пересфчешя ихъ иерпендику- 
лярна къ той-же плоскости АС; ета- 
ло-быть, прямая С8 перпендикулярна 
также и къ прямымъ ЗА и БВ, а по- 
тому углы СЗА и С5В прямые. Что 
и требовалось доказать. 

Теорема 258, (обратная тео- 
рем 257), Если (черт. 255) два илое- Ч 
хихь угла АЗС и В80 даннахо трех- 
траннаго угла $ углы прямые, 10 и 
противолежание имъ двугранные углы тоже прямые. 

Доказательство этой теоремы осповано на теоремахь 220 
и 252 и предоставляется, въ качествВ весьма полезнаго упраж- 
нешя, учащемуся. 

Ленна 19. Черезь всякую точку (черт. 256), взятую 


Черт. 255. 


Черт. 256. 
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внутри выпуклаго многограннаго угла 5 можно провести безчи- 
еленное множество плоскостей, пересвкающихь вс ребра этого 
многограннаго угла. 

Доказательство. Для доказательства этого приведемь плос- 
коеть М чрезь одиу изъ грапей ЛЗЕ дапиаго многогранпаго угла, 
затВмъ проведомъ на этой плоскости прямую Е@ чрезь вершину 
5 тэкъ, чтобы эта прямая проходила ви угла АЗЕ; паконець, прове- 
демъ плоскость № чрезъ прямую ЕС и чрезъ ребро БС, образующее 
еъ плоскостью М уголь больший, чфмъ углы, образовацные всеми 
остальными ребрами съ тою же илоскоетыю М. Тогда многогранный 
уголь лежить весь внутри двуграниаго угла МСРМ. Провелемъ 
чрезъ прямую РС какую-нибудь илоскоеть Р, лежащую въ дву- 
гранномъ углЬ, смежномъ углу МЕС; а затёмъ проведемъ урезъ 
зюбую точку, лежащую внутри дапиаго мпогограннаго угла 5, плос- 
кость параллельную плоскости Р; тогда получимъ нфиоторую ихос- 
кость, переефкающую всЪ ребра мпогограниаго угла $ (слБдетые 3 
теоремы 214). Но такихь плоскостей, какъ плоскость Р, можеть 
быть проведено чрезъ прямую ЕС’ безчисяениое множество; кромв 
того, и такихъ прямыхъ, какъ прямая Еа, тоже можно провести 
безчиелениое мпожество. Стало-быть, чрезъ точку, взятую внутри 
выпуклаго многогранпаго угла, можно провести безчиелениое мно- 
жество плоскостей, пересвкающихь всф ребра дапиаго многогран- 
наго угла. Что и требовалось доказать. 

Теорема 259. Во всяхомъ выпухломъ многогранномъ угл 8 
сумма плоскихь угловъ сго мепфе, чВмф 4 4. 


Чери. 257. 


Доказательство. Для доказательства этого проведемъ чрезъ 
какую нибудь точку, взятую внутри дашнаго угла, плоскость, пере- 
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сФкающую вс робра данинаго миогограннато угла въ изкоторыхъ 
точкахь А,В,С,Е, а стороны дапнаго угла въ прямыхь: АВ,ВС, 
СЕТ и КА. Тогда получимь выпуклый (почему?) миогоуголь- 
ликь АРСЕГ. Углы этого многоугольника стацемъ обозначать бук- 
вами Л,В,С,Е,Е, число грамей угла 5 обозначимь буквою и, & 
прилежалие къ каждому изъ этихь угловъ илоске углы трохгран- 
ныхь угловь А,В,О№ и К обозначим соотвфтетвенно буквами: 
ина, и ибп но, ее но, 1 и р, выпуклыхь сумму 


а 
я [6 
/ 
Г /х 
/ ра 
^ р, в _ 
З рай 
Черт. 159. Черт. 260. 
Ко К 
(24 
В 
д ВЯ 
[ 
Черт. 261. Черт. 262. 


плоекахь угловъ при вершин обозначим буквою 5, сумму углов 
мпогоугольшика АЕСЕЁЕ буквою $, а сумму прилежащихь къ 
зему илоскихъ угловъ а, ‚а, ит. д.— буквою с. Тогда (теорсма 254) 
+4, >24, и +В >В ит. к., откуда 
6>% 
но 5 -- с = 2 Чи (теорема 45); отеюда 

6—4, и 5; 
съ другой стороны (теорема 68) 
= 241 -— 44. 
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Такимъ образомъ (акфома 5-я) 
2т—$>2 ап — 44, откуда $ < 44. 
Что и требовалось доказать. 

- Замбчане 1-е. Изъ теоремъ 256 и 259 схдуетъ, что для того, 
чтобы данные прямолинейные углы могли быть плоскими углами вы- 
‚пуклаго многогранпаго угла, необходимо и достаточно, чтобы каждый 
уголь быль менфе.суммы остальныхь и чтобы сумма всвхъ угловъ 
была мошве, чВмъ 44. 

Замфчан 2-е. Учащемуся предоставаяется, въ качеств упраж- 
неня, доказать, что сумма всвхъ трехъ угловъ вогпутаго трех- 
граннаго угла болфе, ч5ыъ 44, а сумма (см. черт. 253) выпуклыхъ 
плоекихь угловъ его менфо третьяго (вогнутаго угла). 
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Фпредфлешя. Геомстрическое т$ло, ограпичениое со всфхъ 
сторонъ прямолинейными плоскими фигурами, называется мною- 
зранникомг. Каждая изъ фигуръ, огравичивающихь даппый много- 
грапникъ, называется зранью илн стороною мноюранника, стороны 
граней— ребрами мноюлфранника, а вершины — осршинами  мною- 
аранника. 

Теорема 260. Если (выполнеше чертежа предоставляется 
учащемуся) чрезъ три точки А,В и С, изъ которых каждая взята 
на ребрф выпуклаго трехграннаго угла $, но пи одна не совиа- 
даетъ съ вершивою его, провести плоскость, то эта плоскость, 
вмзетБ съ гранями угла $, опредфлить тБло, ограниченное че- 
тырьмя грапями, изъ которыхь каждая есть треугольникъ. 

Доказательство. Для доказательства этого примемъ во вни- 
мане, что проведенная чрезъ три точки А, В и С плоскоеть пе- 
ресфчеть каждую изъ сторопъ трехграннаго угла въ прямой зи- 
ви (слфдетыю теоремы 203); эти три зищи пересфчешя обра- 
зують треугольникь, который вмфетВ съ остальными тремя тре- 
угольниками ЗАВ, ЗАС и 5ВС ограничиваеть нфкоторое тфло. 
Стало-быть, вебхь граней у этого тфла четыре, и каждая изъ 
нихь есть треугольник. Что и требовалось доказаль. 

Теорема 261. Если чрезь точку, взятую внутри выпук- 
лаго многограннаго угла, въ которомь я граней, провести илос- 
кость такъ, чтобы она пересвкла каждое изъ реборъ многогран- 
наго угла, то эта плоскость, выфстВ съ гранями этого угла опре- 
дЬлить тфло, ограниченное 2 треугольниками п однимъ мпогоуголь- 
никомъ. 
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Доказательство и выполнеше чертежа предоставляется уча- 
щемуся. 

Фред лешя. Т5ло, ограниченное треугольниками, имфющи- 
ми общую вершину, и икоторымь треугольником или мпогоуголь- 
никомь, противолежащимь этой вершин, назызаетея вирамидою; 
если всё грани пирамиды суть треугольники, то она называется 
зпреуюльною пирамидою; если ве въ пирамид одна изъ граней 
есть многоугодьникъ, то она называется четьрелуюльною, пяти- 
Узольною п т. д. пирамидою, смотря по тому, сколько сторонъ въ 
этомъ многоугольникз. Четырехугольныя, изтиугольныя и другя 
пирамиды, у которыхъ одна изъ грапей ссть многоугольник, но- 
сятъ общее пазваше мноюуюльныхе пирамидё. 

Теорема 262. Если изь вершииъ многоугольника провести, 
подъ какимъ нибудь угломъ къ изоскости его, паразлельныя другъ 
другу прямыя, а чрезъ каждыя дв, послфдовательно взятыя, пря- 
мыя провести часть плоскости, заключенную между ними, несли, 
паконець, провости плоскость, нараллельную къ плоскости дан- 
наго мпогоугольника, то получится тВзо, ограниченное столькими 
параллелограммами, сколько сторонъ въ данномъ многоугольник», 
и двумя равпыми другъ другу мпогоугольниками съ порознь па- 
раллельными сторонами. 

Доказательство. Для доказательства этого примемь во вни- 
мае, что (теорема 217) каждаз изъ четыреугольныхь грапей 
есть параллелограммъ и что такихъ паразлелограммовъ столько, 
сколько сторонъ въ даниомъ мпогоугольюикВ; кром того, двф 
грани суть мпогоугольники, у которыхь стороны порознь па- 
рачлельны (тсорема 214) и равны между собою (теорема 70); 
углы 3%, заключенные между порознь равными сторонами этихъ 
многоугольниковъ, тоже равны (теорема 213). Стало-быть, грани 
этого многограшика суть параллелограммы и два равныхь между с0- 
бою многоугольника. Что и требовалось доказать. 

Опредфлешя. Многогранникъ, хотораго дв грани пред- 
ставлиоть собою равные между собою и параллельные другъ 
другу многоугольшики, а остальныя грани суть параллелограммы, 
называется яризмою; при этомъ равные и параллельные между 
собою многоугольники называютея основабями призмы; стороны 
паралаелограммовъ, пе принадлежания основашямъ призмы, назы- 
заютея ребрами призмы. Смотря по числу сторонъ своего осно- 
вая, призма пазывается треугольною, четыреугольною, пяти- 
угольцою и т. д. Четыреугольныя, пятиугольныя и друшя призмы, 
основан е которыхь суть мпогоугольники, носятъ общее назваше 
мноюуюльныхь призмъ. Плоскость, проходящая черезъ два ребра 
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призмы и не совнадающая ни съ одвою изъ граней призмы, на- 
зываетса дкиональною плоскостью призмы. Если ребра призмы не 
перпевдикуляриы къ осповашию ся, то опа пазывается наклонною 
призмою; если-жое ребра иризмы перпендикулярны къ осиованио 
ея, то она пазываетея ирямою иризмою. —Ирямая призма, кото- 
фой осповаше есть правильный многоугольшакь, называется пра- 
вильною призмою. Прямая лишя, сосдиняющая цоптры основан! й пра- 
вильной иризмы, пазывается 0смю или высотою призмы. ели 
какая-нибудь призма пересфчена такою плоскостью, пе парал- 
лельною ся основано, которая пересфкаеть вез ребра ея, то 
эта призма раздъляется на дв части, изъ которыхъ каждая на- 
зывается усичениою призмою.—Четыреугольная ипрязма, которой 
основашя суть параллелограммы, называется паралаелепипедомв. 
Паразлелениоедь, въ хоторомъ ребра ие перпендикулярны къ 
основанию, пазывается наклонным параллеленитедоме; паралхеле- 
пипедъ, въ которомъ ребра перисидавулярны къ основанио, на- 
зывается прямыме параллелепитедомг; прямой параллелепапедь, 
котораго основав я суть прямоугольшики, называется ирямоуюль- 
ным параллелепипедомг. Ребра прямоугольнаго параляелепипеда, 
выходишя изъ одной и той-же вершины называются измиренями 
прямоуюльнаю параллелепитеда: одво ребро при этомь припи- 
мается за длипу параллелепипеда, другое—ва высоту, а тротье— 
за ширину его. Прямоугольпый параллелепипедь, въ которомъ 
всф три измзревя равны между с0бою, пазываетея #убоме пли 
правильным шестиранникомг, или же эксаэдроме. Паралаелепи- 
педъ, въ которомъ вс грани суть ромбы, пазывается ромбоэдромв. 
Прямая, соединяющая дв, пе лежалия шъ одной нп той-же грани, 
вершины параллелепипеда, пазывается Охиональю его. 
Теорема 263. Во всакомь параллолепииодв АВСОЕЕСН 
И с (черт. 263) противонолож- 
ЕЕ. пыя грани, папр. АВЕЕ п 
Е ФССН, равны можду собою 
и параллельны. 
Доназательство, Дия до- 
казалельства этого примемъ 
в0 внимане, что АВ = ОС, 
АВЕ а ЕЁ = НС (теорема 69); 
А В кромВ того, АЕ = НО, & 
Черт. 263. ВЕ = СС (теорема 69); на-. 
конець, Х ВАВ = { НОС 
(теорема 214); стало-быть, параллелограммы АВЕЕ и ОССН со- 
выфстимы, т. е. равпы между собою. Что они параллельны, вы- 
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текаеть изъ теоремы 213.— Точно такь же можно доказать, что 
и остальцыя, противолежащя другъ другу, грапи параллеленипеда 
равпы между с0б0ю ни взаимно параллельны. Что и требовалось 
доказал. 

Замфчане. Въ паразлеленииедь каждыя двф, противолежа- 
и олка другой, сторовы могузть быть принаты за основашя его. 

Теорема 264. Въ параллеленииед: АВСРЕЕСН (черт. 264) 
всв дагонали ого переевкаютея въ одной и той-ще точеВ и въ 
этой точкБ взаммно дВлятея поноламъ. 

Доказательство. Для доказательства этого проведемъ пря- 
мыя НО и бВ и примемь во внимаше, что прямая Нб {АВ 
(акстома 6 и теорема 208); 
стало-быль, прямая НА 
ЕЕ ОВ (хомма 3-я); а ното- 
му дагоцали НВ и СА 
цараллелепипеда предетав- 
ляють 606010 въ 10 же вро- 
мя датгонали ифкотораго 
параллелограмма ЛВСН. 
Но въ такомъ случа (‹ео- 
рема 72) онЪ въ точкё О 
взаимио двлятся пополамъ. 
Точно тажь же доказкемъ, 
что дагонали Аб и ОК Черт. 264. 
того же параллоленииеда 
должны пересВчься и иритомъ раздфлитьея въ точкв пересфчешя 
пополамъ. Но такъ какъ точка О есть суедина прямой АС, то пря- 
мыя А@ и ОЕ должны взаимно персевчься въ той же точкВ 0. 
Стало-быть, всф четыре датонали параллелепипеда перес®каются 
въ одпой точкф, и притомъ взаимно 
АВлатся въ этой точиф пололамъ. Чло 
требовалось докаваль. 

Теорема 265. Во  всякомь 
прямоугольпомь параллеленииед в 
АВСОЕЕСН (черт. 265) махонали 
равпы между собою. 

Доказательство. Для доказатоль- 
ства этого проведемъ дв кая-нибудь 
магонали АС и ПГ. Проведя через 
нихъ плоскость, получимь, что эта 
плоскость перпендикулярна къ плоско- 
стямь АКи ГЕ (теорема 259), а потому СТ КА, и параллело- 
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траммь АГСЕ есть прямоугольникь. СОтало-быть, А@ == ОЕ 
(теорема 74). Точно таюь же можно доказать, что всё четыре 
дагонали прямоугольнаго параллелерицеда равны между собою. 
Что и требовалось доказать. 


Теорема 266. Кладратъ дахонали прямоугольнаго паразлеле- 
пипеда АВСРЕРСН (черт. 266) равняется сумм  квадратовь 
трехъ его измфренй а, фи 1. 

Доказательство. Для доказательства этого проведомъ чоревъ 
дМагональ ВН и высоту / даниаго парамлелепимеда плоскость; она 
перссвчеть илоскость АВОО въ пфкото- 
рой прямой ВР. Такъ какъ НО перпен- „. 
дикулярна къ плоскоеи АВС, то 
А НОВ есть треугольнихь прямоуголь- 
ный, въ которомъ (Пиеагорова теорема) 

ВН* = ВО* | 12°; 
но /\ ВСР тоже треугольшикъ прямо- 
угольный, а потому въ немъ (Пиозгорова 
теорема) 


| 


Вр = а + м. 
Стало-быть (акеюма 5-я), Черт. 266. 
ВН* —= а? -|- 0? -- 4. Что и зребовалось доказалъ. 

Слдетве. Квадрать магонали куба равняется утроенному 
квадрату одного изъ реберъ этого куба. 

Опредфлешая. Вершина многогралнато ‘угла многоуголь- 
ной и вершина всякаго трехграннаго угла треугольной пирамиды 
называется осршиною пирамиды. Грань пирамиды, противолежа- 
щая вершинв ея, называется основащеме пирамиды. Перпевдику- 
ляръ, опущепный изъ вершины пирамиды на основаше ея, назы- 
вается высотою пирамиды. Ребра многограннаго угла многоуголь- 
ной пирамиды называются ребрами пирамиды. Если основанше пи- 
рамиды есть правильный многоугольникь, а вершипа пирамиды 
лежитт на перпендикулярв, возставленномь изъ центра основа- 
я въ плоскости послфдняго, то пирамида называется иравило- 
ною пирамидою. Высота правильной пирамиды иногда называется 
также и 0с5ю пирамиды. Четырехгранная пирамида, которой всв 
грани суть равные между с0бою правильцые треугольники, на- 
зывается правилоныме тетраздромг.—Плоскость, проходящая черезъ 
два ребра пирамиды и не совпадающая при этомъ ни ©ъ одною 
изъ граней ея, вазывается Ойлональною плоскостью пирамиды. 
Въ отлище отъ основашя пирамиды остальныя грани ея назы- 
ваются боковыми зранями пирамиды. Фигура, получаемая при пере- 
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сфчени призмы (или нирамиды) какою - пибудь плоскостью назы- 
вается сьчешеме призмы (или пирамиды). 

Теорема 267. Въ правильной пирамилв веб грани равны 
между собою. 

Доказательство. Для доказательства этого примемь во вни- 
ман! что всё ребра ЗА, $В,5С, 50 и 5Е равны между ©0бою, 
(теорема 231). Но, кромБ того, и стороны АВ,ВС,СО,ОЕ и ЕА 
этихь тр —ковъ межлу ©0бою равпы, какъ стороны одпого и 
того-же правильнаго многоугольника; етало-быть, всВ грани ЗАВ, 
ЭВС, 50С ит. д., равны между собою (теорема 50). Что и тре- 
бовалось доказать. 

Сльдстве. Вс перневдикуляры, опущенные изъ вершины 
правильной пирамиды ва сторопы ея основа, равиы между со- 
б0ю.—УбЪдиться въ этомь предоставляется учащемуся. 

Опредвлеше. Высота каждой изъ граней правильной пи- 
рамилы, т. е. перцендикуларъ, опущенный изъ вершины правильной 
пирамиды на любую изъ сторонь ея основашя, называется @о-, 
вемою правильной пирамиды. 

Теорема 268. Если (черг. 267) 
черезъ какую-нибудь точку Е одного 
изъ реберь какой угодно пирамиды 
ЗАВСР ировести плоскоеть, на- 
раллольную къ основанио пирамиды, 
то параллельное основанию сЪчеше 
РОТИК этой пирамиды есть много- 
угольникъ, подобпый основано дан- 
ной ипрамиды. 

Доказательство. Для доказате.ть- 
‘ва этого примемъ во внимаше, что 
углы Е, ©, Н, Г, К этого многоугозь- Черт. 267. 
ника порознь равны угламь А,В,С,0,Е 
оеноваля (теоремы 212) я что АВ : Еб = 5В : $6 = ВС: @Н == 
5С:5Н ==60;: НЕ и т.д, откуда АВ : Еб = ВС : @Н = СО: НЕ 
ит. д. Стало-быть, многоугольникь КОНЕК подобенъ мпогоуголь- 
вику АВСЬОЕ. Что требовалось доказать. 

Сльдетве 1-е. Площадь основашя какой ‘угодно пирамиды 
отпосится къ площади параллельнаго ему еБчен!я ея, какъ квад- 
ратъ разстояшя основаня оть вершины относитея къ квадрату 
разстоящя сЪчешя отъ той-же вершины. — ДЪЙствительно: проведя 
высоту ЭР (черт. 268) дашной пирамиды, допустивь, что точка 
зересфчешя ея съ еВчешемь параллельнымь основанию есть точка 
В и соедипивъ точку В еъ точкою Е, а точку Р еъ точкою А, 
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получимъ треугольники ЗАР и УЕВ, которые другъ другу подобны 
(слЬдствю 1-с тсоремы 138) и въ которыхь 


ЗА: БЕ = 5Р : 5. 
Но (тсорема 177) пл. АВСОЕ : 
ил. ЕОШК = АВ* : Кб", 
а АВ: Рб? == ЗА? ; БЕ = 
БР? : 58°; 
схвдоватольно (акбома 5) 
пл. АВСОЕ : ня. ЕСН = 
БР? : 5В*. 

Сльдете 2-е. Если дв 
пирамиды имфють равныя вы- 
соты и если въ обфихъ пирами- 
дахъ, па одинаковомъ разетояни 
отъ вершины, проведены парал- 
лельныя основанйямь сЪченя, то 
отношеше площадей основан 
равно отношенйо площадей по- 
лученвыхь сВченй. — ДЪйстви- 
тельно: если обозначить илощади 


Черт. 968. основав дапныхь пирамидь бу- 


квами Ч, и (,, площади обченй 


соотвфтетвепо буквами 4; 9,, высоты пирамидь буквами Н, иН,, 
а разстоящыя сфченй отъ вершинъ буквами №, и /,, 10 


9 _Н, 


са В А: Е. 
9, в. 4, в, 
Но, по условшо, Н, = Н,, а 1, =1,; стало-быть, 


ра 


3. измьгышь НОВВРХИОСТЬЫ И ОБЪьмовь нымолорыхь ипоциРАНиимоьь. — © 


Замбчане. Кром упомянутыхь выше, правильныхь четыре- 
траппика (тетраэдра) и шестигранника (эксаюдра), существують еще 
три вынуклыхъ правильных миогограишика: правильный восьмигран- 
нихь (октаодръ), ограцичениый восемью равпыми между собою пра- 
вильными троугольниками, сходящимиея у каждой вершины по че- 
тыре, правильный двфиадцатигранниюь (додекаэдръ), ограниченный 
двЪпадцатью, равными между собою, правильными пятиугольниками, 
сходящимися у каждой вершины по три, и правильный двад- 
цатигранниюь (икосаэдр), ограниченный двадцатью равными между 
©0бою правильпыми треугольциками, сходящимися у каждой вер- 
шипы чо пати, 

Теорема 269. Если въ двухъ треугольныхь призмахь или 
пирамидахь основали и дв грани порознь разны между собою, 
равно паклонепы одна къ другой и одинаково расположепы, то 
эти миогограпники равны можду собою. 

Теорема 270. Есля въ двухь треугольныхь призмахь или 
пирамидахь основашя и двВ грани порознь равпы между собою, 
равно наклонены одна къ другой и одипаково расположены, то 
эти мпогограниики равны между собою. 

Доказательство водегся съ помощью наложеня и предо- 
ставляется учащемуся. 


$9. Изибреше позержновтей и объещонь нбжоторыкь инототранаиков. 


Онред лешя. /Ловерхиостью мноютранника пазвывается с0- 
вокупиость везхь его граней, таюъ каюъь эта совокупность пред- 
ставляеть собою границу данпаго тВла, отдфляющую ого оть 
остального пространства; кромз того, поверхностью мноюрачника 
называется сумма площадей вевхъь граней этого многогранника. 
Вь пирамидахь и призмахь различають поверхность нолпую и 
боковую: зюаною поверхностью пирамиды или призмы называется 
сумма площадей вефхь граней данпой пирамиды или призмы; 
боковою же зюверхностью пирамиды или призмы называется сумма 
ллощадей боковыхь грацей данпой нирамиды или призмы. //уя- 
мымё_ спчешем призмы пазывасотся счет, пернендикулярное къ 
ребру призмы. 

Теорема 271. Боковая поверхность призмы АВСРЕРОНК 
(черт. 270) равняется ипроизведешю периметра р прямого ея 
с5чешя ММОРО, па длишу / этого ребра, осли и пориметръ 
этоть, и ребро измфролы одною и т0ю-ще одицицею мфры. 

Доназательство. Для доказательства этого примомь во вни- 
маше, что боковая поверхность иризмы равна сумм площадей 

16* 
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ея граней: АВСЕ, ВСНС, СТ/Н ит. д.; а площади этахь гра- 
ней соотвфтетвенно равны (слВдствю 1-е теоремы 173 и тео- 
рема 217) произведешямъ: ММ. МО.1,0Р.1 и т. д. Садовательно, 


р 


И) 
Черт. 270. 


для получешя боковой поверхноети 5 данпой призмы, надо сл0- 
жить вов эти произведешя, т. е. 

В =ММ./-- №0.1-- ОР.1- РФ .1-- 9М.2 
откуда, взявь мпожителя { за скобки, получим: 
$ = (ММ -|- МО -- ОР -- Р9 -- 9М).(==р.1. Что и требова- 
лось доказать. 

Сльдетвьее 1-е, Боковая поверхность прямой призмы равна 
произведешю периметра ся основашя ва боковое ребро.—ЛЪй- 
ствитольно: боковая поверхпость всякой призмы равиа ироизве- 
деню периметра прямого сфчешя на длипу ребра (теорема 271). 
Но въ прямой призм$ прямое сфчеше ея равно ея основалию. 
Сяфд. ит. д, 

Слфдетв!е 2-е. Боковая поверхность куба равна учетверен- 
ному, & полная ушесторенному квадрату одного изъ его ивмф- 
решй. —Уббдиться въ этомь ире- 
доставляется учащемуся. 

Слфдетв® 3-е. ели въ иря- 
моугольномъ параллелепинед® из- 
мфрени его обозначены буквами 
а, ри р, гдВ № обозначветь вы- 
соту парраллеципеда, то его бо- 
ков. пов. 8 ==2. (а -- 5). В; апол- 
пая пов. 5 = 2 (а6 -- ай - %). 
и. ь Убвдиться въ этомъ предостав- 

Я ляется учащемуся. 

у с Теорема 272. Боковая по- 
верхноеть правильной пирамиды 
Черт. 271 ЗАВСРЕ (черт. 271) равняется 
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половинв производешя периметра р ея основав!я на апооему { 
этой пирамиды, если периметрь элотъ и аповема измфрены од- 
ною сдиницею мёры. 

Доказательство. Для доказательства этого примемь во вни- 
маш с, что боковая поверхность правильной пирамиды состоить 
изъ равныхь между собою равпобедренныхь треугольниковъ: 
бАВ,5ВС,$5СР и т, д.; а площадь каждаго изъ этихъ  треуголь- 
ников равияется (слВдетые 3-е теоремы 173) поховипв произ- 
ведешя осповашя треугольика па его высоту, т. е. на апооему 
парамиды, & потому боковая поверхность пирамиды 
АВ.Г, ВС.1 60.1 БЕ. ЕА.! 
Е РИ = 


{ 
откуда, взивъ множителя та. общимь мпожителемъ, получимъ 


3 =1/, (АВ -{ ВС -[- СО -- ОЕ -{ А) .1=1/, 6.1. 
Что и требовалось докаваль. 

Фпредвлеше. Колин поросфчь правильную пирамиду плос- 
костью, параллольнотю осповашю, т0 полученная такимъ образомъ 
часть пирамиды, ограпичепная двумя параллельными правильными 
мпогоугельшиками (пли троугольциками) и трапещями, называется 
правильчо1о усьчениою параллельно основанио пирамидото. 

Теорема 272. Если изь точекьъ, ввятыхъ на разныхь сторо- 
нахъ одного осповавя правильной уеченной пирамиды, опустить 
перпендикуляры на соотвфтетвующуя сторовы другого 9й основа- 
вы, то ве эти перпендикуляры равны между собою. 

Доказательство предоставляется учалцомуся. 

Фпредф леше. „Аповемою правильной, успченной параллельно 
основийю, пирамиды называются высота любой изъ трапеций, 
состазляющихь боковыя грани этой пирамиды; омсотою-жее (или 
осью) правильной усчелной пирамиды называется прямая, с0е- 
диняющал центры основашй этой пирамиды. (Эта прямая перпен- 
дикуляряа къ основашямъ пирамиды, 
въ чемъ предоставляется убфдиться “. 
учащемуся). Оредниме съчешеме пра- 
вильной пирамиды (полной или усб- 
чонной) вазывается сфчено, раздфля- 
ющее боковыя ребра пирамиды попо- 
ламь. (Это съчеше параллельно оено- 
ванию пирамиды, въ чемь предостав- 
ляется убфдиться учащемуся). 

Теорема 273. Боковая поверх- Черт. 272. 
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ность з правильной усфченной пирамиды АВС афе (черт. 272}; 
равняется полусуммВ периметровь Р и р ея основанй, помно-* 
женной па ся апоосму /, еези пориметры эти и апоосма измфрены 
одною сдиницею м®ры. 

‚ Доказательство. Для доказательства этого примемъ во впи- 
ман1е, что боковая поверхность правильпой усВченной параллельно 
основашю пирамиды состоить изъ трапешй АВаб, ВОфс ит. д.; 
& площадь каждой трапеши равняется (теорема 174) половин» 
произведеня изъ суммы ея параалельныхь сторонъ па ея высоту. 
СлЬдовалельно искомая боковая поверхпость 


„Р-Н ит. д; 


ет 1- ВВ СЫЫ 


2 2 


3=(АВ--ВО-- ит. д. -- 0---|- ит. д). 
Что и требовалось доказать. 


Слфдетве. Боковая поверхность правильной усфченной ии- 
рамиды равияется произведенио перимотра средняго вя сзчешя 
на ея апооему.— Убфдиться въ этомь предоставляется учащемуся. 

Замфчане. Поверхность т№ла обозначается начальною бук- 
вою фрапцузекаго слова зи{асе, которое обозначаеть „поверх- 
ность“. При этомъ полную поверхность мы обозначали строчною 
буквою 5, а боковую — прописпою буквою 8. 

Опредвленя. Обземомг ттъла называется количество про- 
странства, занимаемато дапнымь тЪломъ, Объемы тВлъ измфряются 
кахимъ-пибудь объемомъ, припятымъ за единицу мёры при из- 
мфрени объемовъ. За единицу мфры объемовь принимаютъ объемъ 
куба, котораго ребро равняется какой-пибудь общепринятой еди- 
ницВ м8ры длины, т. е. объемь куба, измзрешя котораго равны 
одной единицВ м$ры длины: аршину, дюйму, метру и т. п. При 
этомъ кубическиме аршиномв, пубическиме метром, кубическим 
дюймоме и т. д., Называются объемы кубовъ, которыхь робра 
соотвфтственно равиы аршипу, метру, дюйму и т. и. 

Легко убЪдитьея, что существують тфла разной формы, но 
занимаюцщя при этомъ одно и то же количество прострапетва, 
т. е. различной формы, по одного и того же объема. Для того 
чтобы въ этомъ убфдиться, возьмемь какое нибудь тВло, лучше 
всего какой-нибудь многогранникь, разрЪжемь ого плоскостью на 
кавя нибудь дв части и сложимъ эти двз частн ннаме; при этомъ 
мы можемъ получить тфло, отличающееся оть первоначальнаго- 


своею формою, но одипаковое съ нимъ по объему (или, какъ го- 
ворятъ ипаче, одипаковое по величин»). Тфла, которыхь объемы 
равпы между собою, называются равновеликими (или равпомфрными) , 
пезависино озу, того -равиы ли между еобою или неравны (т. е. 
совм“ имы ли или песовмВетимы) опи между собою. 

Ленма 20. Если два тбаа равны между собою (т. е. 
совместимы одно съ другим), то и объемы ихь равпы между собою. 

Доказательство ведется такъ же, какъ доказательство леммы 
16-й (стр. 161), и предоставляется учащемуся. 

Теорема 273. Если (выпозное чертежа предоставляется уча- 
щемуся)въ двухь прямоугольныхъ нараллеленанедахь АН и [© оди- 
наковыя основашя ЛВОР и ПЕ М и одинаковыя высоты АГ и ТО, 
10 эти паразлеленииеды равны между собою (т. е. совмЪстимы). 

Доказательство. Для доказательства этого приведемъ парал- 
лелепиведь 10 въ такое иоложеше, чтобы осповаше его КИМ 
совнало съ осповашемь ЛВСЮ параллелонииеда АН, притомъ 
таюъ, чтобы точка | совиала еъ точкою А, точка К—еъ точкою 
В, точка 1—5 точкою С и точка М— съ точкою О. Тогда бо- 
ковое ребро ТО совпадеть съ боковымъ ребромъ АТ, ребро КРЬ 
съ ребромь ВС, ребро СЦ—съ ребромъ НС и ребро ММ съ 
ребромь РЕ (теорема 222), и точки О,Р, @ и №, но условю 
совпадутъ соотвётетвенио съ точками Е, @, Н и Е. Л въ такомъ 
случа всЪ граци одного тфла совмфетились съ еоотвьтетвую- 
щими гранями другого; стало-быть, и самыя тБла совмфетилиеь, 
1. е. паразлеленинеды эти равны между собою. Что и требова- 
лось доказаль. 

Теорема 274. Если осповашя двухъ прямоугольныхь парал- 
лелепипедовь равны между собою, то ихъь объемы отпосятея 
между собою какъ высоты этихь параллеленииедовъ. 

Доказательство. При доказательств этой теоремы разли- 
чаютъ два случая: 1) когда выеоты дапныхь параллелепиподовъ 
соизм5римы, и 2) когда он несоизмримы. Снособъь же доказа- 
тельства при этомъ аналогиченъ способу доказательства теоромъ 
119, 169 и 255, съ тою лашь разницею, что въ то время какъ 
ири доказательств теоремы 119 проводять н%которые вепомо- 
тательные радусы, —прв доказательств теоремы 169 проводятъ 
ифкоторыя вспомогательныя параллельныя лиш, при доказатель- 
ствЪ теоремы 255 нзкоторыя плоскости чрезъ ребра двугранныхъ 
угловъ, & при доказательств® настоящей теоремы проводятъ нко- 
торыя вепомогательныя илоскости, параллельных основашямъ дан- 
выхь параллелепииедовъ.— Выполневе доказательства предоста- 
вляется, въ качествв весьма полезнаго упражнешя, учащемуся. 


Теорема 275. Если (черт. 273) въ двухь прямоугольных 
паралхеленипедахь Аб и Г? высоты АЕ и ПМ равны между со- 
бою, то объемы ихь У и © относятся между собою, какъ пзо- 
щади @ ин 4 ихъ оснований. 

Доказательство. Для доказательства этого иоетроимъ трет! 
(вспомогательный) параллелепинедь, котораго высота УЦ была-бы 
та же, что у данныхь параллелопипедовъ, одно изъ остальныхь 
измфревй, наир. длина УЛ равнялась-бы длин ШК второго 
изъ числа данпыхь параллелепипедовь, третье же измброне 
(толщина) ХУ равнялась бы толщин АШ иерваго изь нихь. 
Обозначивь объомъ вспомогательнаго параалеленипода буквою У", 


Черт. 273. 


сравнимь объемъ перваго израллеленицеда съ объемомь веномо- 
галельцаго; у нихь грави АЕНО и УЗ\УХ суть раввые между 
собою прямоугольники (почему?). Принявъ эти грави ва оспова- 
ня ‘этихь двухъ параллелепииедовъ, получимь (теорема 274) 
пропорцио: У: У = АВ: У2...... (©) 

Сравнимъ теперь объемь второго параллелопииода съ объе- 
момъ вспомогательнаго. У нихъ грани КОК и УДТ5 иредетав- 
ляеть собою равные между собою прямоугольники, а потому, при- 
нявЪъ эти грави за основашя двухъ паразлеленииедовь, лолучимъ 
(теорема 274): 

Ф:У' = МГ: ХУ...... (п). 


РаздЬливъ почленно проиорцио (Т) па пропорцио (П), получимъ: 
АВ У2 ЕЕ 
= — АВ. ХУ : УЙ.МГ; 
Но ХУ = Ар, и У =1К; 
слвдовательно (аксома 5 я): У: == АВ. АР : ЩЖ. МГ или (акеюма 
5 и теорема 171) У:0=0: 0. Что п требовалось доказать. 
Георема 276. Если (черт. 274) даны два прямоугольныхь 
параллелепииеда АС и 1Р, то объемъ У перваго изъ нихъ ог- 
посится къ объему о второго, какъ произведеше изъ числа В, 
зыражающаго цхощадь ословашя перваго изъ нихъ, на число Н, 


‚изи У 


Черг. 274 


зыражающее высоту его, относится къ произведению числа $, 
выражающаго площадь основан!я второго изъ нихъ, на чиело й, 
выражающее его высоту, если при этомъ площади измфрены 
одпою и т0ю-щже единицею мфры площадей, а высоты измфрены 
одною и т0ю-ве мфрою длины. 

Довазательство Для доказательства этого постровмъ третй, 
вспомогательный, параллелепииедь, у котораго основаше равно 
основанйо перваго изъ данныхъ паралаелепинедовъ, & высота— 
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высотЬ второго изъ нихъ, и обозначимъ объемъ третьяго (вепо- 

хогательнаго) параллелепипеда буквою У"; тогда получимъ: 

У: У’ =Н:1 (теорема 274) и о: У’=0:В (теорема 275). 
Раздфливь почлевно первую пропорцио на вторую, получим: 

Ур прану. НЕ. 

Что требовалось доказать. 

Слёдетве 1-е. Объемъ прямоугольнаго паразлеленииеда со- 
держиль въ себЪ столько-же кубических единиць мфры, сколько 
отвлеченныхь едициць содержится въ произведеши чиеель, вы- 
ражающихь площадь его осповашявъ какой-нибудь одивицв мзры 
лошадей и высоту въ одноименных едипицахъ мфры длины. — 
ДЬйствительно: сели за единицу м5ры объемовь принать куби- 
ческй футъ, а за едивицу мВры длины футъ линейпый, если при 
этомъ въ осповани даннаго прямоугольнаго параллелепипеда 60- 
держится В квадратныхь футовь, а въ высот Н лицейныхь фу- 
товъ, если, накопець, кубичесый футъ припять за сдицицу мфры 
объемовъ, а объемъ прямоугольнаго параллелепипеда обозначить 
буквою У, то (теорема 276) 

У:1 ь5б. ф. =В.Н: 1.1, откуда У =В.Н. 

Слфдетые 2-е. Если пзызревы даннаго прямоугольнаго па- 
раллелепипеда содержать въ себ х, у и 2 какихъ-нибудь линей- 
выхьъ сдиниць, то вв объем этого параллелепинеда содержится 
столько-же однонменныхь кубическихь единицъ, сколько отвлечен- 
ныхь содержится въ произведени отвлеченныхь чисель 7, уиг. 
Дйствительно: привявъ, что высота разна 2 единицамь, мы по- 
лучимь, что объемъ параллелепипеда 

У: 1 в76. $. =В. & 
тд В въ свою очередь равно 2. у, & потому 
У: 1 куб. ф. = 2. у.2. 

Замфчан! 1-е. Теорему 276 обыкновенно формулирують короче 
слфдующимъ образомъ: объемы двухъ прамоугольныхь паралледе- 
пипедовъ отвосятся между собою какъ произведен!я площадей ихь 
основанй на ихъ высоты. 

Замфчане 2-е. Обыкновенио слВдетве 1-е выражають короче 
слфдующимъ образомъ: объемъ прямоугольнаго параллелепипеда 
равняетея произведено площади его основашя на выеоту. 

Замбчане 3-е. Обыкновенно слВдстые 9-е формулирують 
короче слфдующимъ образомъ: объемъ прямоугольнаго израллеле- 
пипеда равняетел произведешю всёхъ трехъ его измрен!й. 

Теорема 277. Если въ двухъ параллеленипедахь АВОРЕР@Н 
и АВСОЩЖЕМ общее оесноваше АВСО, а остальныя два основан!я 
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ТЖЕМ н ЕЁСН лежать въ одной и той же плоскости, то эти па- 


раллелепицеды равновехики. 
Доказательство. Иры доказательств этой теоремы различа- 


ть два случая: 1) когда (черт. 275) дв противолежанйя сто- 


И Я - Еь # 


Черт. 275. 


роны К п ГМ одного изъ верхнихь основанй КЕМ лежать на 
однфхъ и тЬхь же двухь прямыхь съ двумя противулежащими 
сторонами ЕЁ и Н@ другогв осповашя ЕЕСЦ, и 2) когда (черт. 276) 
противолежаиия стороны одного изъ основан лежать не на од- 
нзхь и тёхь же прямыхь съ двумя противолежащими сторонами 
другого. 

1-й случай. Въ цервомъ случа (черт.".275) проведемъ 
прямыя ЕГ и СМ и линию РО пересфчешя плоскостей АМ и СЕ, 


Черт. 276. 


а также вс плоекоети, которыя необходимы для образовашя призмы 
РЕРОМ6. Тогда получимъ нфкоторую четыреугольную призму, 
которой основашя суть транеци АВКЕ и ОСЬИ. Еели отъ этой 
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четыреугольной призмы отрфзать прочь треугольную призму 
ЕКВСГ.С, то получится одинъ изъ данныхь паралаеленииедовъ; 
если-же отъ разсматриваемой четыреугольной призмы отрфзать 
прочь треугольную призму ЕТАНМО, то получится другой изъ 
данныхь паразлеленииедовъ. По эти дв треугольныя призмы между 
собою равны, какь въ томъ легко убфдиться наложешемъ (это 
предоставляется учащемуся). Стало-быть, и объемы данныхъ парал- 
лелепипедовь между собою равны, т. е. данные два параллелепи- 
педа разновелики. Что и требовалосг доказать. 

2-0й случай. Во второмъ случаз мы для доказательства тео- 
ремы продолжимъ стороны СЫ и ЕЕ верхняго основан!я одного 
изъ параллелепипедовь до пересзченя съ прилично продолжен-, 
ными сторопами МГ и ГК верхияго основашя другого паразлеле- 
пипеда. Эти продолжешя пересфкутся (почему?) в обравуютъ, 
параллелограммь МОРО (почему?). Соединивь точку № съ точкою 
А, точку О съ точкою В, точку Р съ точкою С, а точку @ съ 
точкою О, и проведя приличнымъ образомт илоскоетв черсзъ прямыя 
МО и АВ, ОР и ВС, РЯ п СО, № ин А, получимь наралле- 
ленипедь В@. Объемъ каждаго изъ данныхь двухъь параллелени- 
недовъ, какъ это доказано выше, равенъ объему новаго паралае- 
лепипеда В(, а потому (авоюма 6-я) объемы данныхь двухъ 
параллелепиподовт тоже раввы между собою, т. е. эти два па- 
раллелепипеда равповелики. Стало-быть, сели въ двухъ паралле- 
лепипедахь общее основаше, а остальныя основашя лежать въ 
одной плоскости, то этв параллелепипеды равновелики. Что и тре- 
бовалось доказать. 

Сльдетве. Если въ двухъ паразлеленинедахь основашя раввы 
между собою, и высоты тоже между собою равпы, то параллеле- 
пинеды равновелики. — ДЪйствитель- 
по; въ этомъ случа можно наложе- 
шемъ достигнуть того, чтобы два 
основашя совпали, а верхи!я два осно- 
вашя лежали бы въ одной и той же 
плоскости. УбБдиться въ этомъ пре- 
доставянется учащемуся. 

Теорема 278. Объемъ пря- 
мого параллелепинеа АВСОЕЕСИ 
(черт. 277) равенъ произведенио пло- 
щади его основашя на высоту. 

Доказательство. Для доказатель- 
ства этого проведемъ черезъ прямыя 
ВЕР п Сб плоскости перпендикуляр- 
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ныя къ плоскости АН и приличнымъ образомъ продолжимъ плоскости 
АС, НЕ и АН; чтобы получить прямоугольный параллелепипедь 
1ВСКЫРОМ. Принявъ граль ВСС за основаше двухь равновели- 
хихъ (теорема 277) параллелепипедовь ВН и ВМ (которыхъ осталь- 
ных основащя суть АОЕИ и КМ) и обозначивъ объемъ прамо- 
угольнаго параллелепипеда ВМ буквою У’, а объемъ даннаго па- 
раллелепипеда, буквою У, получимъ, что У == \’ == пл. ВСК Ж ВЕ 
(слЬдетв!е 1-0е теоремы 276); но въ евою очередь (теорема 172) 
пл. 1ВСК = ил. АВСО; 


У = на. АВОО. ВЕ. 
Что и зребовалось доказать. 

Теорема 299. Объемъ веякаго параллолецииеда АВСОЕЕСН 
(черт. 278) равепъ произведение площади его освовашя на высоту. 


етало-быть, 


| 
РЕ: 


р 


Черт. 278. 


Доказательство. Для доказательства этого изъ точекъ А, В, 
С яр возетавимь къ основанно АВСО перпендикуляры, & плое- 
кость верхняго основашя ЕРСН иродолжимь до пересёчешя съ 
этими перпендикуларами въ точкахъ 1, К, Ци М; затфмь про- 
ведемь приличнымь образомъ плоскости чрезь прямыя АГ и ВК, 
ВК и С1,, СБ в ОМ, ПМ и 1, дабы такимь образомъ получить 
прямой параллеленииедь АВСОЦОМ. Тогда, обозначизь объемъ 
даннаго параллелепипеда ^(@ буквою У, а объемъ прямоугольнаго 
параллелепипеда АГ, буквою У’, получимь 
У == У” (теорема 277); по У’= пля. АВОО. ВК (теорема 278) 
откуда (акслома 6-я), У — а. АВОСЬ. ВК, 


ГАБ прямая ВК можеть быть разематраваема какъ высота даннаго 
мараллеленииеда АГ. Стало-быть, объемъ всякаго паралаелепицеда 
равенъ произведению площади его основавя на его высоту. Что 
и требовалось доказать. 

Замфчане. Само собою разумВется, что теоремы 278 и 279 
должно, строго говоря, формулировать пя подоб1е того, какъ форму- 
лировано слВдств1е1 -ое теоремы 276.Что предоставляется учащемуся. 
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Теорема 280. Всякая наклонпая призма АВСОЕРСНШ 
(черт. 279) равповелика прамой призм%, высота которой рав- 
пяотся ребру давпой призмы, а осповазе равно прямому сфчешю 
ея ГММОР. 

Доказательство. Для доказательства этого продолжимтъ ребра 
ТА, бВ, ПС, Ш и КЕ и па этихъь продолжешяхь отложимъ 

$ соотвЪтственно: отрфзокъ Ай 
равпый прямой Е, отрЁзокъ 
Ву равный Мб, отрёзокъ СА 
равный МН, отр№зокъ 0 рав- 
ный ОТ, отрёзокь Е равный 

г р ул РК. Тажимъ образомъ мы по- 

Черт. 279. лузили рядъ взаамио-параллоль- 
пыхь и периендикулярныхь къ 
сфченио ГММОР отр®зковъ Г, Ма, №, Оз, Р№, которые равпы между 
собою (почему?). Ве точки /, 0, №, $, ® лежать въ одпой плоскости, 
параллельной плоскости прамого сёчешя призмы (почему?), а потому 
многоугольцикъ /01ик есть многоугольнихь равный прямому сЗченшю ея. 
Наложешемъ легко убфдиться (это предоставляется учащемуся), что 
‘усфченпая пе параллельно основанйо прямая призма ГММОРРОНИ 
равна призм АВСРЕ. ОтрЪзавъ отт, всей призмы /АРСЕИК 
часть Ш, мы получимъ прямую призму /О; отрёзавъ оть всей 
призмы часть /О, равную части 1, получимъь дапную памъ 
первоначально наклонную призму АТ. Отеюда заключаемв (акс1- 
ома 8-ал), что объемъь призмы АТ равенъь объему призмы 1/0. 
Стало-быть, всякая наклонная призма равповелика прямой призм%, 
которой высота равна ребру данной призмы, а оеноваше равно 
прямому ся сБчешю. Что и требовалось доказать. 

Теорема 281. Если въ двухъ прямыхь иризмахь ЛВСОЕафсе 
и ЕСЫПКДИй осповашя равны между с0б0ю и высоты также 
между собою равны, то и призмы эти равны между собою, т. е. 
совместимы одпа съ другою. 

Доказательство ведется съ помощью наложешя и предостав- 
ляется, равно какъ и выполнеше чертежа, учащемуся. 

Сльдетве 1-0е. Длагопальная плоскость прамого параллезле- 
пипеда, проведениая чрезъ два ребра, перпендикуляриыя къ осно- 
вашямъ его, раздёляеть параллеленипедь па двЪ равныя между 
собою треугольшыя призмы.—Лфйствительно: тахая дзагональная 
плоскость, раздфляя двф противоложашия грапи пополамь, раздё- 
ляеть также и самый параллелепинедь па дв прямыя треуголь- 
ныя ‘призмы съ равпыми осповашями и равными высотами. Стало- 
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быть (теорема 281) и самыя треугольных призмы равны между 
собою. 

СлЪдетве 2-е.’ Дагоцальная илоскость паклонпаго парал- 
лелепипеда раздвляеть ого па дв равноволивя треугольныя приз- 
мы. — ДЬйствительно: пусть (черт. 280) дашь наклонный парал- 
лелепинедь АВСРЕЕСН; проведемь жагональную плоскость СЕОВ 
и порпендикулярное къ ребру этой призмы свчено ММОР. Это 
сё чен1е — параллелограммъ (почему?), и притом датональная 
плоскость НВ раздвляеть его на два равныхь треугольника. Каждая 
изъ полученных такимъ образомъ треугольныхь призмь АВРЕЕС и 


Черт. 280. 


ВСРЕСН равновелика треугольной иризмв, имвющей высоту рав- 
ную ребру данной призмы, а основашемь треугольникъ, состав- 
ляюцИй половину прямого сфчешя (теорема 280). Но эти дв% 
прямоугольных призмы равны между собою (слВдетвюо 1-0е тео- 
ремы 281); стало-быть дв треугольныя призмы АЕб и СЕС, 
па которыя дапный параллеленицедь разбить агональною п10с- 
костью ЮВ, разновелики. 

Замфчане. Начиплающему трудно иногда отказаться отЪ одной 
ошибочпой мыели: ему иногда кажется, будто призмы Аи СЕ@ 
(черт. 280) вообще пе только равновелики, но и равны между 
собою (совместимы). Эта мыель не вфрна, и въ носовметимости 
занимающихь насъ треугольныхь призыъ очень зегко убфдитьса, 
принявъ въ соображене, что треграпный уголь А песовмВетимь 
ии съ угломь 0, ни даже съ угломь И, плоеше углы котораго 
порознь равны плоскимь угламь угла А. 

Слёдетв!е 3-е. Объемъ треугольной призмы равняется про- 
изведенио площади ея осповашя на высоту. — ДЪйствительно: 
объемъ треугольцой призмы равняется половинф объема парал- 
лелепипеда, имфющаго вдвое большее осповаше и ту же высоту 
(слдстые 2-06), а объемь параллелепипеда равняетея произведе- 
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ню площади его основаня на высоту; стало-быть, объемъ тре- 
угольной иризмы равияется произведено половины площади осно- 
ванн этого параллелепипеда па высоту поелфдичго, т. е. рав- 
няется произведению площади основан!я данной треугольной призмы 
на ея высоту. 

Сльдстие 4-е. Объемь прямой треугольной призмы рав- 
няется произведенио площади ея основашя на боковое ребро. — 
ДЪйствитольно: въ этомь случа ребро являстея высотою тре- 
угольной призмы. “ 

Слёдетве 5-е. Объемь всякой многоугольной призмы рав- 
цяется произведеню площади ея основашя на ея высоту. —ДЪй- 
ствительно: проведя чрезъ одно мзъ боковыхь роберь данной 
многоугольной призмы магональныя пзоехости, мы раздВлимь ее 
на нЪкоторое число троугольныхь призмъ, и объемъ каждой изу 
этихь треугольныхь призмь будоть равенъ произведено площади 
ея основашя на ея высоту, & сумма объемовь везхъ треуголь- 
ныхь иризмь —- пронзведенио суммы площадей ихъ осповашй на 
ихъ общую высоту. Сумма-жо площадей вовхъ основашЙ этихь 
треугольныхь призмъ равняется площади осповашя данной много- 
угольной призмы, а потому объемь многоугольной призмы ра- 
венъ производешю площади ея основашя на высоту. 

Слёдетве 6-е. Объемь прямой призмы равпяется ироивведе- 
и\ю илощади ся осповак на боковое ребро. — ДЬйствительно: въ 
этомь случа ребро является высотою призмы. 

СлБдетве 7-е. Объемы двухъ призмъ относятея между ©0- 
бою, какь произведешя изъ основашй ихъ на соотвфтетвующи 
высоты. — Дфйствительно: вели буквы \У и о обозвпачаеть объемы 
данныхь призмъ, буквы В и р—площади ихь основашй, а буквы 
Нил высоты ихъ, то (слвдете 5) 

У == В.Н, & 0=6. 1, откуда (аксюма 13-я) У : о==В.Н : 6.4. 

Слёдетве 8-е. Объемы призмь, которыхь высоты равны 
между собою, относятея какъ площади основанШ.— Это выте- 
каетъ изъ предыдущаго сабдствя, 

Слёдетве 9-е. Объемы призмъ, воторыхь основа равны 
между собою, относятся между собою какъ высоты.— Это выте- 
каеть изъ стёделия 7-го. 

Сльдетве 10-е. Объемъ всякой призмы равняется произве- 
деншо площади прямого ея сёчевя на это ребро.—Убдиться въ 
этомъ предоставляется учащемуся. 

Опредвленйя. Если раздЪаить какое-нибудь изъ боковыхь 
реберъ данной треугольной пирамиды на произвольное число 
равныхь между собою частей, если зат®мъ черезъ точка длешя 
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провести сЪчешя параллельныя основано, если ‘далфе принять 
ближайшее къ вершинВ сфчене за основаше треугольной призмы, 
имЪющей ту же высоту, что и усфчевная часть пирамиды, если, 
наконець, каждое изъ послБдующихь сЗчешй въ свою очередь 
припять за освоваше все новыхь и новыхь призмъ, которыя 
имють ту же высоту, что и соотвфтствуюния усфченныя части 
пирамиды, то получится совокупность треугольныхь призмъ, ко- 
торую ‘усзловимея называть системою описанных призм данной 
треугольной пирамиды. Если одно изъ боковыхь реберъ треуголь- 
ной пирамиды раздфлить па столько-же равныхъ между собою ча- 
стсй, черезъ каждую изъ точекь дзлевшя провести сЪчевя, па- 
раллельныя основаншо, оте5ченную часть пирамиды, ближайшую 
къ вершин, не принималь во вниман!е, & въ каждой изъ усБчен- 
ныхь пирамидъ построить треугольныя призмы, основашя кото- 
рыхъ равны зерхнимь основашямъ данныхь усзченныхь пира- 
мидъ, а высоты равны высотамъ каждой изъ усзченныхь пира- 
мидъ, то получитея изкоторая совокупность призмьъ, которую усло- 
вимся называть системою вписанныхть призмё данной зпреуюльной 
треуюльной пирамиды. Соотвьтствующими друлз друцу системами 
данной пирамиды условимся называть системы описанныхь и впи- 
санныхь ‘призмъ, полученныя тогда, когда ребро раздфлено въ 
обоихъ случаяхь на одно и то же число равныхь между собою 
частей. Черт. 280 даеть предетавлеше о систсмВ вписанныхь 


призмъ пирамиды (П) и © систем призмъ описанных такой же 
пирамиды (Т).—Если поетроепы дв соотвфтетвуюция системы опи- 
санпыхь и вписачныхь треугольныхь призмъ данной треугольной 
пирамиды, то чисто описанныхь призмт, больше числа вписанных 
на одну единицу; убёдиться въ этомъ предоставляется учащемуся. 
17 


458 
Теорема 282. Если (черт. 281) въ треугольвую пирамиду 
вписаны и описаны дв соотвфтетвуюдця системы парамидъ, 10 пер- 
зая, считая отъ вершины, опи- 
санная призма равна первой, 
считая отъ вершины, внисан- 
цой призыв, вторая описан- 
пая— второй вписанной и т, 
д. до продпослфдией опиеан- 
ной призмы вкзмочительно, ко- 
торая равна послВдной впи- 
салной пирамидь. 
Доназательство основа- 
но на теорем 269 и про- 
доставляется учадемуся. 
Слъдетв®. Разность мож- 
ду объемами двухъ соотьфт- 
Черт, 281. ствующихъь сисхемъ описан- 
ныхь и вииезиныхь призмъ 
одной и той же треугольной пирамиды равна послёдней, считая 
отъ вершины, описанной призм$ данной пирамиды. — Дйствительно: 
обозначивъ число описанныхь призмъ буквою п, объемь каждой 
изъ нихъ, по порядку, символами: 


Ма Тв Ти 
объемъ каждой изъ вписанпыхь призмь, по порядку, символами: 
у, 4%, -... ба, 1, 


сумму описанныхь призмъ буквою 3, & сумму вписанных» буквою 


3, получим: 
5 


У, + У, - .... + У +- %, 
= НН - .... + %-. 


А потому (акслома 8) 


а 


В —з— У, {Ув +... + Уф. 1 У», 
откуда на осповаши теоремы 282, получимъ, что 
5—8 —=\,. 


Теорема 288. Объемь треугольной пирамиды есть предфль 
объема системы впясанныхь, а также предфль объема системы 
описанныхь призмь данной пирамиды, при безконечномьъ увеля- 
чени числа ихъ. 

Доназательство. Для дохазательства этого примемь во вни- 
мае, что объемь системы описанныхь призмь бозыше объема 
пирамнды (аксюма 1-ая), а объемъ пирамиды въ свою очередь 
больше объема системы вписанныхь призмъ (акоома 1-ая). Обо- 
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значивъ объемъ системы описанныхь призмь буквою 5, объемъ 
системы призмъ вписанныхь буквою 3, & объемъ пирамиды буквою 
У, пайдемъ такимъ образомъ,что $ >У >. Но разность 5—8 == Ув, 
гдВ У» обозпачаеть объемъ послёдной (считая отъ воршивы) опи- 
сашной призма, кромб того (елёдетве 3 теорема 282) 


У= В. № 


тлф В обозначасть основав пирамиды, й ея высоту, а »— число 
вевхь описанныхь пирамидь. А потому (акс1ома 5-ая) разность 


8<в.^ 


Но В ость величина постоянная для дазной пирамиды, а частное 
1 величина безконечно ‘малая. Стало-быть, разноеть 5—8 есть 
величина безконечно-малая, а потому и подавно разности 5—У 
и У—5 суть величины безконечио - малыя, т. ©. объемь тре- 
угольной пирамиды есть предфль объема снетемы описанныхь, & 
тахаке предфлъ объема системы виисанныхь призиь ея. Что и 
требовалось доказалъ. 

Слёдстве. Если основашя двухъ треугольныхь пирамидь 
равповолики, а высоты ихъ между собою равпы, то пирамиды эти 
разповелики. — ДФйствительно: раздВлимь высоты этихъ инрамидъ 
на одинаковое число равныхь частей, построимъ соотвфтетвую- 
пя системы призмъ въ каждой изь нихъ и обовначимъ объемы 
системь описанныхь призмь обфихъ пирамидь буквами 5, и 5, , 
& объемы отихъ пирамидь символами У, иУ,. Тогда (слВдетые 7 
теоремы 282) 5, =5,. Но 3, и В, суть перемфнныя ве- 
личины, а У, п У, ихь предфаы. Отало-быть (теорема 184) 
У, =\,. Чт и требовалось доказать. 

Замчане. Если у двухъ пирамидь одно и то же основаше 
и одинаковыя высоты, то изъ этого не слвдуеть, что он равны 
между собою, & слфдуеть только то, что он У.) 
равповелики. Для равенства же двухъ пира- &— 
мидъ пеобходима нфкоторая зависимость так- 
же можду двугранными углами этихъ пира- 
мидъ. Ср. теорему 269. 

Теорема 284. Объемь венной тре- | _ 
угольной пирамиды ЭЛВС (черт. 282) со- яя 
ставлясть одпу треть объема призмы АВСОЕЕ, 
имфюощей одпо съ вею основало и одпу и Чери. 282. 
ту же высоту. 

Доказательство. —Для доказательства этого примем во вни- 
мане, что призма эта состонть изъ двухъ частей, изъ которыхъ 


тяж 


в0у 


одну составляеть данная пирамида, а другую составляеть четыре- 
угольная пирамида ЗВСЕО. Эту послфднюю чотыреугольную пи- 
рамиду раздфлимьъ плоскостью БЕС па дв треугольныя пирамиды, 
которыя, во всякомъ случаЪ, равновелики (слфдетые теоремы 283 
п теорсма 50). Но въ пирамид ЗЕОС за вершину можно при- 
нять точку С, тогда осповаше ся будеть /\ ЗО, откуда захлю- 
чаемъ, что пирамида ЕП равновелика пирамид ЗАВС (слЁдет- 
ве теоремы 283). А потому призма АВСРЕЕ состоить изъ трохь 
равновеликихь пирамидъ, изъ которыхь каждач, а стало-быть и 
данная пирамида составляеть одну треть этой призмы, имфющей 
съ пею одно и то же осповаше и одну и ту же высоту. Что и 
требовалось доказать. 

СльдетвЕе 1-ое. Объемъ треугольной пирамиды раввяется одной. 
трети произведевя изъ илощади ся основашя на ся высоту. —У6$- 
диться въ этомъ предоставляется учащемуся. 

Сльдетве 2-0е. Объемъ многоугольной пирамиды равняется 
одной трети произведеня площади ея освовашя на ея высоту. — 
ДЬйствительно: всякая многоугольная пирамида можеть быть при- 
лично выбранпыми дагопальными плоскостями раздёлена па опре- 
дЪленное число треугольныхь пирамидъ. Обозначивь площади осно- 
ван этихъ треугольныхь пирамидь символами: Ъ,, \,, Ъ,, ....., 
Ъ» ‚ высоту буквою Н, площадь основан далной многоугольной 
пирамиды буквою В, & объемь ея буквою У, найдемъ, что 

У=+Ь НВ Н-++5 Н+... +. Н= 

(ть ть +... +). НЕЕ ВВ. 

Слдстве 3-е. Объемъ всякой мпогоугольной пирамиды ра- 
венъ трети объема многоугольной призмы, имфющей одно съ нею 
основаше и ту же высоту. —Убёдиться въ этомъ предоставлиетея 
учащемуся. 

СлЬдетв!е 4-0е. Объемы двухъ пирамндь относятея между 
собою, какъ проязведевя ихъ основан на высоты. 

СлЬдств!е 5-ое. Объемы двухъ пирамидъ съ равными высо- 
тами относятся между какъ площади ихъ оеновашй. 

СлЬдетв!е 6-ое. Объемы двухъ пирамидь съ равновеликими 
осповашями относятся между собою какъ высоты этнхъ пирамидъ. — 
Убфдиться въ справедливости послдинхь трехъ предзожевй тоже 
предоставляется учащемуся. 

Теорема 285. Объемь усфченной параллельно основашю 
треугольной пирамиды равенъ суммф объемовъ трехъ пирамидь, 
У которыхъ высота равна высотЪ данной усфченной пирамиды, & 
основаше первой, второй и третьей пврамиды соотвЪтствевно рав- 
ны: нижнему основанно данной усзчешпой пирамиды, верхнему 
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ея основанию и основанию, иложадь котораго есть средняя пропор- 
‘щопальная между площадями верхпяго и нижняго основанй дан- 
пой усфчепной пирамиды. 

Доказательство. Дия доказательства обовначимъ площадь 
верхняго основав я буквою ©, а изощадь нижняго буквою (,; и 
проведемъ плоскости черезъ точки А, В и Е и черезъ точки А, 
Е и С; такимь образомъ мы раздЪлимь данную усфченную пи- 
рамиду па три треугольныя парамиды, изъ которыхъ одна (пира- 
мида ЕАВС) иыфеть основашемь /\ АВС, высота же ея равна 
зысотВ данной усфченной пирамиды; другая (пирамида АРЕЕ) иметь 
овновашемъ /\ ЕОГ, и высота ея тоже равна высот данной усВчен- 
ной пирамиды; наконець, третья (АЕЕС) иметь основащемь тр— къ 
АВЕ, высота же ся неизвВетна. Изъ точки Е проведемъ прямую Е@б 


В 


Черт. 288. 
‘параллельную къ прямой ЕС, точки А и С соединимъ прямою Аб, 
= затБмь черезь точки Е, А и С проведемь плоскость. Тогда 
занимающая насъ пирамида АСЕЕ равновелика пирамид АСЕС, 
а въ этой послБдней пирамидВ за основаше можно принять тр—ЕЪ 
АСС, и тогда высота ея будетъ равна высот данной усченной 
пирамиды. — Остается только доказать, что площадь треугольниеа, 
„АС@ ость средпяя пропорщюнальная между площадями треуголь- 
чиковъ АВС и РЕЕР. Чтобы убфдиться въ этомъ, прамемъ во внп- 

ззане, что (теорема 171 и акс1ома 5) 

пл. @ СА.СВ В СВ 

пл. Л 466 —СА.06 66 Е 
пл. ЛАСб бА.С@ СА 
п. О.Е №. 


кромБ того, 
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Но, кром того, изъ подоб1я треугольниковъ АСВи РЕЕ слфдуеть, что- 
СВ СА. . пл. @ ил. ЛАбС 
ЕЕ = РО: СЯАоватольно (акоома 6-я) пя ЛАбб— ^ Ш. 4. 
т. е. площадь треугольника АСС есть средняя пропорщональная 
между площадями нижизго и верхняго осповав даипой усфчен- 
ной пирамиды. Стало быть, объемъ усфчепной пирамиды равенъ- 
объему трехъ пирамидь, у которыхъ та же высота, что у дапной, 
усБченной пирамиды, и основашя которыхь по порядку равны 
9,9 и 99, гдБ 9 и4 обозпачаютъ площади пижняго и верхняго осно-- 
завя данной усфченцой пирамиды. Что и требовалось доказать. 

Слёдстве. Объемъ всякой многоугольной усЪчепной парал- 
лельно основанию пирамиды равепь суммВ объемов трехь пя- 
рамидъ, у которыхь высота равна высот данпой уеБченпой пи- 
рамиды, а основашя по порядку равпы: нижпему основапо дал- 
ной пирамиды, верхнему ся основано и оспованио, площадь ко- 
тораго ссть средняя пропорщональная между площадями верх- 
няго и нижпаго оспованй. — ДЪйствительно: дополнивь данную 
усбченную пирамиду пирамидою, которая вмфетф съ нею образо- 
вала бы первоначальную полную пирамиду, зат$мъ построимъ треу- 
тольную пирамиду, которой осповаше равповелико основано полной 
пирамиды, а высота равна ея высотз. Далфе проведемъ плос- 
кость параллельную къ ея осповашю такъ, чтобы образовалась ус} 
ченная пирамида, высота которой равна выеотз данной уевчен- 
ной. Дальнфйшее предоставляется учащемуся. 

Замъчане 1-е. Такимь образомъ формула объема всякой 
усвченной параллельно основанио пирамиды главитъ: 

У = 1, @+а-+ и чм. Н. 

Опредфлене. Есхи черезь какую вибудь точку одного изъ 
реберъ треугольной призмы провести плоскость, пе параллель - 
ную къ осповашямь ея, но пересвкающую остальныя два робра, 
ло данпая призма раздёлится такимъ образомъ на двф части, изъ. 
которыхъ каждая пазывается усъченноо преуольною призмою. 

Теорема 286. Объемь оусБчешной треугольной призмы 
АВСРЕЕ (черт. 284) равевъ сумы объемовъ трехъ пирамидъ,. 
въ которыхъ основан! с равно основанйо данной призмы, а вер- 
шины совпадаютъ съ тремя вершинами О, Е и Е ефчешя. 

Доказательство. Для доказательства этого, проведемъ черезъ 
точки Е, А и С плоскость; мы такимъ образомъ раздВлимъ 
данную призму на двф пирамиды, изъ которыхь въ одпой (тре- 
угольной) осповашемь и служить /\ АВС, а вершиною точка, 
Е, а вь другой (четыреугольной) основашемъ служать четыре- 
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угочьникь АСЕ, а вершипою та же точка Е. Ёъ этой послёд- 
пей (четыреугольной) нирамидВ мы и обратимся. —Проведя илос- 
кость черезь гочки 0, Е и 
С, мы эту четыреугольную 
пирамиду раздфлимь на двЪ 
треугольныя пирамиды ЕАСО 
и ЕСОГ. Проведя плоскость 
чрезь точки: 0, Ви С, по- 
лучимъ, что пирамида ЕАСО 
фавновелика пирамид ОАВС 
(елБдстые 6 теоремы 284). 
Пирамиды (ЕАВС и ЕАСЬ) 
изь числа трехъ, на которыя 
раепадаотея дапная призма, 
равновелики иирамидамъ, ко- 
торыхь общее  осповашШе 
АВС, а вершины совиадають 
съ точками О и Е не парал- 
лольнаго сфчешя ОЕЕ. Что 
же касается третьей пирами- 
ды ЕСГ, то, проведя пзос- 
кость чрезь точки Е, Ан 
В, получим пирамиду АВС, Черт. 284. 

которая разповелика пира- 

мидВ ВСГО (слфдетые 6 теоремы 284). Стало-быть, объемъ тре- 
угольной усБченной призмы равенъ сумы объемовь трехъ пира- 
мидъ, которыхъ основаше совпадаеть съ основашемъ данной приз- 
мы, & вершины находятся въ вершинахь не параллельнахо сёчешя. 
Что и требовалось доказать. 


СлБдете 1-е. Объемь прямой усфченной  треуголь- 
ной призмы равень сумм объемовъ трехъ пирамидь, имфющихъ 
общее основаше равное основанно иризмы, а выесты порознь 
равныя ребрамь данной призмы, 


Слёдстве 2-е. Объемъ прямой усЪченной треугольной призмы 
равень объему пирамиды, которой основаше равно основано 
данной призмы, а высота равна среднему ариеметическому ре- 
беръ дапиой призмы. — Дфйствительно: обозначивъь основаше 
призмы буквою В, а длину реберъ буквами Г, [,, Г, полу- 
чимт (слФдетве 1-е). что объемь усфченной призмы. 


УВ. МВ. В.В, В. НЫ. 
3 3 3 
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А это ‘поеслёдняя дробь выражаеть объемъ треугольной ипира- 
миды, которой нлощаедь основашя роза В, а высотак есть сред- 
вяя ариеметическая боковыхь реберъ данной призмы. 


$ 10. О пемиорыхь поверностяхь вращения. 


Опредвлешая. Если въ плоскости взать двф неподвижныя 
лини: одну— прямую, а другую-—кривую (или же еще одну 
прямую, но не перпендикулярпую къ первой прямой), если, затВмъ, 
первую припаять за 0сь вращеня всей плоскости (допущеше 7-е 
относительно прямой), то вторая лин!я при этомъ опищеть въ 
пространств8 пкоторую поверхность вращешя. (Такъ черт. 285) 
кривая АВ и прямыя СО 
-я и ЕЁ опишутъь вокругъ 
| ЗА “и оси ХХ’ каждая нфко- 
-_' торую новерхпость вра- 
щеня. Ливя, описываю- 
щаа данную поверхность 
вращенз, пазываетея ея 
образующею, ось вралце- 
вя — 065ю поверхности 
вращеня; фигура, полу- 
ченная при пересбчеши 
данной поверхности изо 
костью,  перпепдикуляр- 
ною къ оси, называетея 
прямым съченемб поверх- 
ности вращешя. Если обра- 
зующая данной поверхно- 
сти есть безкопечная пря- 
мал, параллельная къ оси вращевя, то данная поверхность назы- 
вается, иилиндрическою поверхностью вращеня; если образующая есть 
бевконечная прямая, составляющая съ осью уголъ, отличаюнийся 
отъ прямого, то поверхпость называется коническою поверхностью 
вращеня; если осью служить маметръ круга, а образующею— 
полуокружноеть этого круга, которой концы совпадають съ кон- 
цами этого даметра, то поверхность называется 14000ю или 
сферическою поверхностью. Въ конической поверхности вралценя 
точка пересфчешя съ ея образующею называется вершиною *о- 
ничесвой поверхности вращеня. 

Замфчане 1-е. Какъ цилиндрическая, такъ и коническая 
поверхность вращешя суть поверхности безконечныя и выдфляютъ 


Черт. 285. 
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въ просранствЪ не какую-либо конечную, ограниченную со всфхъ 
сторопъ, э. папротивъ часть пространства ие внолн® ограниченную. 


Замфчане 2-е. Если образующая есть прямая, перленди- 
кулярная къ оси вращешя, то эта образующая при вращени 
опвшеть плоскость (леорема 220), перпепдикулярвую къ оси и 
проходящую чрезъ дапиую образующую. Плоскость однако же не 
принято причислять къ чиелу поверхностей вращешя. 


Теорема 287. Всякая точка А (черт. 286) образующей 
САЮ данной поверхности вращеня описываетъ, при образовани 
данной поверхности, изкоторую окружность, раусъ которой ра- 
зенъ перпендикуляру АР, опущенному изъ данной точки А обра- 
зующей на 065 ХХ данной поверхности. 


Доказательство. Для доказалельства 
этого примемъ во вниман!е, что какъ ось 
ХХ’, такъ и образующая СО, по условю, въ 
плоскости неподвижны, поэтому и точка 
А, а равно перпендикуляры АР при вра- 
щеши всей плоскости вокругь оси ХХ’ не 
измфияючь своего позожешя относительно 
точекъ той же плоскости. Поэтому перпен- 
дикуляръ АР, все оставаясь въ одной и 
той же илоскоети (периендикулярлой къ оси 
ХХ и проходащей чрезь точку А) пе при- 
нимаеть, кромБ того, различныхь значе- 
ий, и при данныхь уелошяхъ сохравяетъ, 
поэтому, одну и ту же длину. Стахо-быть, 
точка Р яванется цептромь окружности, Черг. 286 
которую описываетъ 1очка А. Поэтому точка, И: 

А описываеть окружвость, которой радусъ равенъ перлендикуляру 
АР, опущениому изъ данной точки А образующей СЛ на ось ХХ". 
Что и требовалось доказать. 


Слфдетв!е. Всякая точка образующей цилипдрическую или 
копическую поверхность, а также всякая точка полуокружности, 
образующей, при вращен, поверхность сферическую, описы- 
ваегъь пфкоторую окружность, радусъ которой равенъ порпенди- 
куляру, опущенному изъ дапной точки на 065 вращешя. — Д®й- 
ствительно: какъ поверхпости цилиндрическая и ковическая, такъ 
‚и сферическая поверхность суть поверхности вращешя. А по- 
тому теорема 287, справедливая относительно поверхности вра- 
зщешя вообще, справедлива также и для этихъ частпыхь случаевъ, 
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Теорема 288. Всякое прямое сВчен!е поверхности вралце- 
ня, проходящее чрезъ любую точку ея А (черт. 287), есть кругъ, 
радуеь котораго равешь перпендикуляру АР, опущенному изъ 
точки А не ось поверхности. 

Доказательство. Для доказательства этого предетавимъ себё 
образующую, проходящую черезъ точку А, и примемь во внима- 
ше, что точка А при врашеши опи- 
сываеть окружность, плоскоеть которой 
перпендикулярна къ оси ХХ’. Но изъ 
точки, взятой зн прямой, къ этой пря- 
мой можно провести только одну пер- 
пендикулярпую плоскость (теорема 2); 
слдовательно плоскость прямого обчейя 
должна совласть съ плоскостью этой ок- 
ружности. Стало-быть, прямое сЪчене 
даиной поверхности вращешя есть одинь 

Чери. 257. или ивсколько круговъ, которыхъ радуеы 

равны периендикулярамъ, опущеннымь 

изъ точекъ пересвченя образующей съ плоскостью прямого сёчешя 
на ось ХХ’ этой поверхности. Что и требовалось доказать. 

Слфдетв!е. Всякое прямое сЪчеше цилипдрической и кони- 
ческой поверхпости вращеня, а такжо поверхности сферической, 
проведенное чрезъ дамную точку данной поверхности, евть круг, 
которой радусъ равенъ перпепдикуляру, онущенному изъ этой точки 
поверхности на ось ея. — ДЬйствительно: и цилиндрическая поверх- 
ность вращешя, и цилидрическая, и сферическая поверхности суть 
поверхности вращеня. А потому теорема 288, справедливая для вея- 
кой поверхности вращешя, справедлива и для этихъ поверхностей, 

Теорема 289. Плоскость, проводонная пориендикулярно къ 
оси вращен!я цилиндрической поверхноети чрезь точку, лежащую. 
или не лежащую па поверхности, пересфхасть поелфднюю въ 
нвкоторомъь прямомъ сфчеши. 

Доказательство. Для доказательства этого примемъ во вии- 
ман, что эта плоскость во всякомъ случа перпендикулярна также 
и къ образующей (теорема 226), а потому эту поелёднюю не- 
ресвкаеть въ нкоторой точк. Такимь образомь плоскость эта 
проведена чрезъ точку, лежащую на поверхности вращеня. А пв- 
тому она пересзкаеть поверхность въ нфкоторомь прямомъ ефче- 
иш (слВдотв!е теоремы 289). Что и требовалось доказать. 

Теорема 290. Цилиндрическая поверхность вращешя ость 
геометрическое мфсто всвхъ точекъ пространства, находящихся 
отъ оси въ одпомъ и томъ же разстояши. 
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Доказательство. Для доказательства этого надо’ убздиться, во’ 
1-хь, что вс точки цииндрической поверхности вращеня находятся 
въ одном и томъ же разстояви отъ оси, и во 2-хъ, въ томъ, что 
всякая точка, не паходящаяея па эгой иоверхности, находится на 
другомъ отъ оси раветояши. Въ этомь можно убфдиться, принявъ 
во внимаше, что образующая цилиндрической поверхности враще- 
ня, при образоваши ея, остается всо время параллельна оси по- 
верхпости и притомъ остается въ одномь и томъ же отъ этой 
оси разстолнш. Всякая же лочка. не лежащая на цилиндриче- 
ской поверхности либо ближе, либо дальше оть этой оси (въ. 
чемьъ учащемуся предоставлиетея убЪдиться съ помощью  доказа- 
тельства отъ противополсежнаго). Стало-быть, цилиндрическая по- 
верхносгь вращешя сеть геомстрическое место воЪхъ точекъ, на- 
ходящихея оть оси вращения въ одномъ и томъ же разетоящи, 
Что и требовалось доказать. . 

Слбдетв!е 1-е. Еели чрезъ аюбую точку цилиндрической по- 
верхиости вращешя провести прямую параллельно къ оси этой 
поверхности, то эта прямая лежить везми своими точками на 
цилиндрической поверхности и совиадаеть съ образующею ея.— 
ДЪйствительно: чрезь всякую точку цилиндрической поверхности’ 
вращен1я образующая прошла при образовавйн этой поверхности; 
слёдовалельно чрезь данную точку опа тоже прошла; но она 
паразтле‹ьта оси поверхности, стало-быть (теорема 205), ирямая, 
проведенная чрезъь какую либо точку цилиндрической поверхно- 
сти параллельно къ оси ел, паходилея па этой поверхности и 
совпадаеть съ образующею. 

СлЬдетве 2-е. Цилипдрическая поверхность вращешя есть 
геометрическое место вефхъ прямыхъ, нараляельныхь къ оси иоверх- 
ности ннаходящихся отъ этой оси па одицаковомъ разстояши. — 
Убьдиться въ эгомъ предоставляется учалцемуся. 

Теорема 291. Плоскость, ироведенная чрезъ ось цилиндри- 
ческой поверхности вращешя пересЪкаеть эту поверхность и при- 
томъ въ двухь прамыхь лишяхъ, изь которыхъ каждая совца- 
даетъь съ нЪкоторою образующею этой поверхпости. 

Доказательство. Для доказательства этого проведемъ два, 
ирямыхь сфчевя этой поверхности; тогда плоскость, проведен- 
нал чрезъ ось ея пересВчеть плоскости этихь сёчешй по пря- 
мымъ лишамъ (слфдетве теоремы 203), совпадающимь съ да- 
метрами этихъ сфчевй. Такимъ образомъ плоскость проведенная 
чрезъ ось цилиндрической поверхности вращешя, иметь съ этою 
поверхлостью четыре общйя точки (точки поресфчевня даметровь 
сфченЙ съ поверхностью); & нотому у этой плоскости и у поверхности. 
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®сть еще точки порес$ченя, т. е. плоскость эта пересфкаеть цилиндри- 
ческую поверхность вращешя. Для того чтобы убЪдиться въ томъ, 
что ляшая пересфчешя сесть прямая, совпадающая 
сь образующею цилиндрической поверхности вра- 
щеш», примемъ во вниман!е, что, соединивъ точки 
С и р перосфчены плоскости съ поверхностью пря- 
мою, мы получиыь прямую параллельную и рав- 
пую прямой АЕ (лемма 3, стр. 62). Стало быть, 
эта прямая совпадаеть съ образующею (саздетые 
теоремы 290) цилипдрической поверхности вра- 
щешя. Что и требовалось доказать. 

Теорема 292. Если чрозь двф точки АиВ 

а цилиндрической поверхности врущеншя, не лежащя 

Черт. 288. Па одпой и той же образующей, провеети 'из06- 

кость, параллельную къ оси, то эта плоскоеть пере- 

«фчеть цилипдрическую поверхность въ двухъ прямыхь, парал- 
чельныхь этой оси. 

Доказательство. Для доказатольства этого проведемъ чрезь 
ось поверхности и одну изъ данныхь точекъ плоскость, а также 
мрезъь ось и другую изъ нихъ— другую плоскость; получимъ дв 
прямыя, проходяшия чрезь данпыя точки А и В, в эти двё пря- 
мыя порознь паралельны оси (теорема 291) и другъ другу тоже 
параллельны (теорема 208); стало-быть, ошф лежать въ одной и 
той же плоскости параллельной осн. Но чрезъ двз точки можно 
провести только одну плоскость, параллельную къ данлой пря- 
мой (слёдетые 2 теоремы 208). СлЬдовательно плоскость, иро- 
ведецная, по условшо теоремы, чрезъ дв точки А и В парал- 
лельно къ оси, должна совпаеть съ плоскостью, проходящею 
чрезъ прямыя СР и ЕЁ. Но прямыя СР и ЕЁ лежать также и 
на цилиндрической поверхности вращеня. Стало-быть, плоскость, 
проведенная параллельно къ оси цилиндрической поверхности чрезъ 
дв точки послфдней, не лежания на одной и той же образую- 
щей, пересВкаеть поверхцость въ двухь прямыхь, паралдельныхь 
къ оси цилиндрической поверхности вращешя. Чло и требовалось 
доказаль. 

Замфчане. Если прямая движется въ пространетвв, оста- 
ваясь все время параллельна самой себф пли (что одно и то же) 
оставаясь парадлельною иЪзкоторой пеподвижной прямой, то пер- 
вая прямая описываетъ при этомъ поверхность, которая извЪетна 
въ наукВ подъ именемъ уилиндрической повертностии вообще. Тео- 
рема 289 справедлива относительно везкой цизиндрической по- 
верхности. 
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Теорема 293. Плоскость, проведенная перпендикулярно 5. 
осн врайешя конической поверхности чрезъ точку, не лежащую 
на этой поверхности, переефкаеть ипослбдрюю либо въ одной 
точкв, совпадающей ет воршиною поверхности, либо же въ и?- 
которомь прямомъ сфчеши этой поверхности. 

Доказательство. Для доказатольства этого примемь 30 вни- 
ман, что образующая по уеловио не параллельна къ данной 
изоскоети. Стало-быть, образующую эта плоскость должна пере- 
сВчь въ ифкоторой точкВ. Если плоскость пересфчегь образую- 
щую въ вершин даниой конической поверхности, то у этой по- 
слбдней и у плоскости только одпа общая точка; если же плос- 
хость пересфчеть образующую не въ вершиив поверхности, & в5 
какой хибо другой точкВ, то (слёдетв!о теоремы 288) это пере- 
сЪченше будеть иВкоторымъь прямымъ сЪчешемь данной кониче- 
ской поверхности. Что и требовалось доказать. 

ЭпредВ ления. Есля представить себё пеподвижную пря- 
мую ХХ, а вь одной изъ точекь ея, напр. въ точкВ 
А ,—глазъ человВка, то отпоентельно всякой точки В, лежащей 
на прямой ХХ’, говорятъ, что она ввдима п0дё умомё равныме 
улмо; относитольно же всякой точки С, лежащей внз прямой 
ХХ', говорять, что она изъ точки А видима 7005 острым злом, 
равныме уму САХ къ прямой ХХ`, образованным прямою АС съ 
прямою АХ; если же точка С’ взята такь, что уголь С'АХ боле 
прямого, то говорять, что она изь точки Л видима 1095 узломв. 
С'АХ? (меньшимъ прямого). То же отноентея ко веякой точкЪ, 
лежащей въ кахомъ угодно мест пространства. 

Теорема 294. Коническая поверхноеть вращеши веть 
геометрическое мфсто всВхъ точекъ зидьмыхь изъ ея вершины‘ 
подъ однимь и тВыъ же угломъ, равнымъ острому углу, образо- 
занному образующею поверхности съ осью ея. 

Доказательство этой теоремы предоставляется, въ качеств 
весьма полезнаго упражнешя, ‘учащемуся. 

СлЬдетв!е 1-0. Прямая лиш я, соединяющая вершину кони- 
ческой поверхности вращешя съ какою либо точкою этой пое- 
лЁЬдной, ложить вефми своими точками па поверхности и совна- 
даеть съ образующею. 

Сльдетее 2-е. Копическая лозорхиость есть геометриче- 
ское мфето вефхъ прямыхь лин, выходящихь изъ вершины ея 
и образующихь съ осью одивъ и тотъ же уголь. 

Теорена 295. Плоскость, проводечная чрезь ось кониче- 
ской поворхности врамешя переефкаеть послФднюю въ двухъ- 
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рямыхь ливчхь, изъ когорыхь каждая совнадастъ съ образую- 
‘щею этой поверхности. 

Доказательство. Для доказательства этого проведемъ какое 
‚либо прямое еБчеше данной поверхности, которое будетъ поре- 
«чево плоскостью въ прямой лишш (слёдетые тсоремы 203), 
совпадающей съ даметромъ этого сфчешя. Соединивь концы 
этого даметра съ вершиною конической поверхности вращешя 
получимь дв ипрямыя, которыя лежать въ данной плоскости 
{допущеше 3-е 0 ‘плоскосли); кромф того, каждая изъ этихь пря- 
мыхь вовмн точками свонми лежить па поверхности вращешя 
{елфдстые 1-0е теоремы 295) и совпадаеть съ образующей. 
Стало-быть, лиши пересфченя плоскости, проходящей чрезъ оеь 
конической поверхности вращеня, съ этой поверхпостыю суть 
лини прямыя, изъ которыхъ каждая совпадасть съ образующею. 
Что и требовалось доказать. 

Опред$леше. Умом при вершинь конической поверхности 
вращены называется уголъ, образовапный двумя образующими, 
лежащими съ осыо поверхности въ одной плоскости. 

Теорема 296. Плоскость, проведенная чрезъ вершину ко- 
‘нической поверхности вращешя и кашя угодно дв точки А в В 
этой поверхпости (черт. 289), не лежания еъ вершиною 5 этой 
поверхпости на одной прямой, пересфкаетъ поверхность въ двухъ 
‚прямыхь лишыхь. ы 

Доказательство. Для доказательства этого соединимъ точку 
$ съ точками А и В. Прамыя 5А и УВ должны находиться и 
въ плоскости, проведенной чрезъ чочки 5, Ав В 
(допущеве 3-е относительно плоскости), и на ко- 
пической поверхности (слдстые 1-е теоремы 294). 
Стало-быть, эти прямыя суть линш поресфчешя 
дапной копической поверхности вращения и данной 
плоскости. Что и требовалось доказать. 

Замфчан! 1-е. Если прамаа движется въ про- 
странствЪ, проходя чрезъ одну и ту же неподвиж- 
ную точку, причемъ направлеше движешя не всегда 
совпадаеть съ тёмъ или другимъ изъ собетвен- 
ныхъ паправлен! данпой прямой, то эта прямая 
олисываетъ поверхность, которая извфетна въ на- 
ук подъ имепемъ конической, повертности вообще. 

Черт. 289. Теорема 293 справедлива для всякой конической 

‘поверхности. 

Замбчаше 2-е. Вообще прямая лишя, при всякомъ движеншт 

‹воемъ, паправлеше котораго не всегда совпадасть съ паправле- 
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ями этой прамой, описываетъ вЪкоторую поверхность, которая, 
въ отличе оть поверхпостей другого происхождешя, называется ли- 
нейчатой поверлностио. Цилипдрическя и коничеемая поверхно- 
‘ети, а такве плоекоеть, принадлежать хмъ класеу поверхностей 
липейчатыхъ. 

Теорема 297. Сферическая поверхность есть геометри- 
ческое мЪето везхь точекь, находящихея оть центра ея на оди- 
наковомъ разетояня. 

Довазательство этой теоремы предоставляется учащемуся. 

Опред5 лева. Конечная прямая, соединяющая любую точку 
(шаровой порерхпоети съ ея центромъ, называется  радусоме 
или полупопоречникомъ) шаровой поверхности. Конечная пря- 
мая, проходящая чрезъ центръ сферической поверхности и сое- 
диняющая дв точки этой послЪдией, называетея Оаметроме 
(или понеречникомъ) шаровой поверхности. Концы одного и того 
же даметра вазываются противоположными точками шаровой 
поверхности. 

Теорема 298. Если чрозъ точку А (черт. 290), лежащую 
внутри шаровой поверхпости, провести плоскость, то эта илос- 
кость персефчеть поверхность по пЪфкоторой окружности. 


Черт. 290. 


Доказательство. Для доказательства этого точку А соеди- 
пимъ съ двумя точками В и С шаровой поверхности, не лежа- 
щими съ точкою А па одной прямой; получимъ двЪ прямыя, 
чрезь которыя проведемъ плоскость (слфдстые теоремы 2-ой). 
Изъ центра О шаровой поверхпосли опустимъ на эту плоскость 
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перпендикуляръ ОР, а точку О соедипамъ съ точками В и С. 
Тогда ОС = ОВ, а потому (теорема 232 ) прямая РС = РВ: 
Отложивъ въ проведениой плоскости прямую РМ равную прямой 
РС, получимъ, что точка М сеть точка окружности описанной 
изъ центра Р ращусомь РС въ проведенной илоскости. Но- 
ОМ = ОВ` (теорема 231); стало-быть, точка М принадложить 
также‘ шаровой поверхности. Точно такъ же убфдимся, что вея- 
кая точка окружности, описанцой изъ цептра Р радусомь РС 
въ проведенной нами плоскости, принадлежить какъ плоскости, 
такъ и шаровой поверхности. А потому окружность радуса РС, 
описанная изъ центра Р въ данной плоскости, есть лишя, при- 
томь единственпая (почему?) лишёя пересфченя шаровой поверх- 
ности съ плоскостью. Что и требовалось доказать. 

Замфчан. Теорему 298 обыкновенно формулирують такт: 
всякое сБчеше шаровой поверхности плоскостью сеть иЪкоторый 


кругъ. 


$ 1. О пумыхь "лат. 


Опредвленя. Если одиу изъ сторонъ прямоугольника при- 
нять за ось вращев!я весго прямоугольника, 10 противолежащая 
ей сторона прямоугольника опишеть н$которую чаеть ифкоторой 
цилиндрической поверхности вращешя, ограничивающую, вывств 
еъ двумя кругами, описанными остальными двумя сторонами прямо- 
угольника, тВло, называемое ирямыме уилиндроме вращеня, или 
проето прямым» цилиндром. При этомъ сторона прямоугольника, 
принятая за ось вращевя, пазывается осыо или высотою прямою 
цилиндра; параллельная къ оси вращешя сторона прямоугольника 
называется образующею прямою цилиндра; ва круга, онисаиные- 
остальными сторопами прямоугольника, называется основавями 
прямою цилиндра; та часть поверхности прямого цилипдра, кого- 
рую описала образующая, пазывается 00ковою ею поверхностью; 
количество пространства, завимаемое цилиндромь—0ббемомв его. 

Если одипь изъ катетозъ прямоугольнаго треугольника при- 
нять за ось вращешя этого треугольника, то гипотенуза его опи- 
шетъь иЪкоторую часть нзкоторой конической поверхности вра- 
щев!я, ограничивающую вмстВ съ кругомъ, который описанъ дру- 
гимъ катетомъ, нфкоторое тло, называемое ирямыма конусомв вра- 
щеня, или просто прямыме конусомг. Калетъ, служивиий оеью 
зращеня, называется 0смо или высотою дапиаго прямого копува. 
неподвижная точка гапотенузы вериииною прямого копуса, кругъ 
описанпый другимъ катетомъ—его основашеме, & гипотенуза— 
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образующей прямою конуса. Та часть поверхности прамого конуса, 
которую описала его образующая, называется боковою повераноствью 
прямою конуса, количество пространетва, занимаемаго конусомь— 
объемомъ его. 

Если въ прямомъ конусв провести ирямое ефчеше, то тфло, 
ограниченное двумя кругами и частью боковой поверхности, за- 
калюченною между ними, пазывается прямым успченныме параллельно 
основано конусомв. Оба круга, ограничивающе прямой усфченный 
конусь, называются его основавями, остальная часть поверхно- 
сти прямого усфченпиаго конуса— боковою езо поверхностью. Уело- 
вимся трацецио, въ которой одна изъ ипротиволежащихь другь 
другу непараллольныхь сторонъ ся периепдикулярпа къ параллель - 
нымъ ея сторопамъ, называть прямоуюлиною трапешею, & эту 
сторону высотою ея; тогда ирямой усзченный параллельно осно- 
ванию конусъ можно разсматривать какъ тфло, происшедшее отъ 
вращеня прямоугольной  транеци вокругь ея высоты; при 
этомъ противолежащая высотЪ сторона трашещи можеть быть 
принимаема за образующую этого прямого усфчениаго конуса, а 
ось вращешя— ва ось или высоту его. 
ло, ограниченное сферическою поверхностью вращеня, на- 
зывается зиаромь или сферою. Центромь шара пазывается центръ 
полукруга, отъ обращен я котораго вокругъь его даметра обра- 
зовалея шаръ; центрь шара паходитея отъ веёхъ точекъ его по- 
верхности въ одинаковомъ разстоящи. Радёусомь (или полупопе- 
речникомъ) шара называется конечная прямая, соединяющая 
центрь шара съ любою точкою его поверхиости. Даметромг (или 
поперечникомь) шара называется конечная прямая, проходящая 
чрезь цештръ шара и соединяющая двф точки его поверхности. 

Шаръ, прямой цилиндръ, прямой конусъ и прямой усфчен- 
ый конусъ носатъ въ геометрии общее назваше крумылё ттлв. 

Теорема 299. Если (выполнеше чертежа предоставляется 
учащемуся) изъ точки А взятой на окружности основашя пря- 
мого цилиндра, провести периендикулярь къ основанию цилиндра, 
по полравленйо къ другому осповашю его, то этоть перпендику- 
ляръ совпажеть съ образующею прямого цилипдра. 

Доказательство. Для доказательства этого чрезъ ось СО) и 
точку А проведемъ плоскость; эта плоскость пересфчеть осно- 
вашя цилиндра въ паралаельныхь другь другу прямыхь АВ и 
ЕР (теорема 214), а боковую поверхность цилиндра въ прямыхь 
АЕ и ВЕ. Но прямая АЕ ееть образующая цилипдра (теоре- 
ма 291), а потому она перпендикулярна къ плоскости оспова- 
ня. А изь точки, взятой на плоскости, къ этой поелфдней можно 
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возетавить только одинъ периендикуляръ; слфдовательно, периен- 
дикуляръ, который возставленъ изъ точки А къ плоскости оено- 
вания 0, долженъ совпадаль съ прямою АЕ. Стало-быть, этоть 
перпендикуляръ совпадаеть съ образующею дапнаго прямого ци- 
линдра. Что и требовалось доказать. 

Теорема 300. Если (черт. 291) изъ точки Л, взятой на 
окружности основайя прамого цилиндра, въ плоскоети того же 
основая провести касалельную АВ-ЕЪ этой 
окружности и затмъ черезъ эту касательную 
и образующую АС, проходящую черезъ точку 
касашя А, провести плоскость, то эта илос- 
кость съ поверхностью цилиндра имВютъ об- 
щую прямую и при томъ только одну общую 
прямую, совпадающую съ образующею, че- 
резъ которую проведена эта плоскость. 

Доказательство. Для доказательства это- 
то примемъ во внимаше, что прямая АС 
принадлежить какъ плоскости, такъ и по- 

Черт. 291. верхпоети цилиндра, стало-быть, у данной 
цилиндрической поверхности и у этой илос- 
кости есть общая прямая, представляющая собою, по условию, 
образующую, черезь которую проведена плоскость. Остается до- 
казать, что эта прямая есть единственная общая лишя плос- 
кости и боковой поверхности цилиндра. Для доказательства этого 
предположимь, что существуеть еще одна какая-нибудь пра- 
мая ЕЁ, которая привадлежить к поверхноети цизиндра, и нлос- 
кости; въ такомъ случаЪ, проведенная плоекость должна имфть 
съ плоскостью основашя не только общую ипраэмую АВ, но 
еще и общую точку Е, и касательная АВ имфла бы съ нижнею 
окружностью основашя дЕЗ обийя точки Аи Е. Чего быть пе 
можеть. Стало-быть, если изъ точки взятой на окружности осно- 
вашя цилиндра, провести въ плоскости того же основашя ка- 
салельную къ этой окружности и затфмъ чрезъ эту касательную 
и образующую, проходящую чрезъ точеу касаня, провести илос- 
кость, 16 эта плоскость съ поверхностью цилиндра имфеть общую 
и притомъ только одну общую прямую, совпадающую съ обра- 
зующею, чрезъ которую эта плоскость проведена. Что и требо- 
валось доказать. 

Опредвленйе. Плоскость, имБющая еъ давною цилиидри- 
ческою поверхвостью вращен!я, только одпу общую прямую, на- 
зывается плоскостью касательною ко данной цилиндрической по- 
верхности вращеня вдоль образующей ея. 
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Теорема 301. Если изъ какой либо точки окружности 
основашя прамого цилипдра провести касалельную къ этой ок- 
ружности и если затфыъ чрезь эту касательную провести плос- 
кость ипсрисндикулярную къ основаншо цилиндра, то эта плос- 
кость есть плоскость касательная къ новерхности цилиндра. 

Доказательство этой теоремы предоставляется, въ качеств» 
весьма полезнаго упражненя, учащемуся. 

Теорема 302. Если изъ какой нибудь точку А основа- 
в1я прямого конуса У (черт. 292) провести касательную вс, 
черезь эту касалельную и образующую, 
проходящую черезъ точку касашя А про- 
вости плоскость, то эта плоскость иметь 
съ поворхностью конуса общую прямую, 
и притомъ только одну общую прамую, 
совпадающую съ образующею конуса, 
черезъ которую проведена плоскость. 

Доказательство. Для доказательства, 
эгого примемь во внимаше, что прамая 
ЗА принадлежить какь плоскости ВМ, 
такъ и поверхности конуса 5; стало-быть 
эта прямая есть общая прямая этихъ Черт. 299. 
поверхностей и притомъ совиадастъ съ 
образующею, черезъ которую проведена плоскоеть. Остается дока- 
зать, что это есть единственная общая прямая поверхности конуса и 
илоскости. Для доказательства этого предположимъ, что еуще- 
ствуеть еще одна прямая лишя на поверхности конуса, которая 
принадложить также и плоскости ВМ; въ такомъ случа плос- 
кость должша была бы перееБчь илоскоеть АВ въ двухъ точ- 
хахь А и Г, и касательная ВС имфла бы съ данною окружностью 
основашя дв обийя точки Л и О, чего быть не можеть. Стало- 
быть, прямая БА есть единственная общая прямая ‘поверхности 
конуса и плоскости проведенной чрезъ касательную къ его осно- 
валю и чрезъ образующую, проходящую чрезъ очку касашя. 

Фпредвлеше. Плоскость, пыфющая ев дашною  копиче- 
<кою поверхностью вращешя ‘только одву общую прямую. назы- 
васеся 2/оскостьо. касательюю кз 90 срииетн врашешя вдоль 
обувзующей. 

Замёчане. Учащемуся предоставляетея формузировагь п 
дохагать чеорему огиосательто плоскости касА тельчой къ поверх- 
нос:и коцуса, апллотвувую теорем 301. 

ирел сз. Что такое разумютъ подъ велимино» нозерт- 
н0’`ин даннаго тЪла—знасть ве ЧЕ; попате 910 приоздзежить 
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къ числу поняшй основныхь, первоначальныхь, пе подлежащихь 
опредвленио. Величина данной поверхпости называется иначе 
лошадью поверхности или же просто поверхностью. Такимъ об- 
разомъ слово „поверхпость“ употребляется въ двоякомъ емысль: 
въ смыслВ границы, отдЪляющей тфло отъ остального прострав- 
ства, и въ смысль величины этой границы. БЗъ этомъ смыелв 
величина боковой поверхности прямого цилиндра (или конуса) 
называется просто боковою поверхностью прямого цилипдра (или 
конуса); а величина поверхности шара— просто его ловераностьью. 

Если въ нижнее основае данваго прямого цилиндра впи- 
сать правильный многоугольникъ, изъ вершинъ этого многоуголь- 
ника провести образующя этого цилиндра до пересфчешя съ 
окружностью верхняго основашя, эти точки перссфчевя соедя- 
нить прямыми лишями такъ, чтобы получился вписанный въ 
верхнее основаше правильный многоугольникъ, равный и парал- 
лельный многоугольнику, вписанному въ нижнее, если, наконець, 
проведенных образующия принать за ребра пзкоторой правиль- 
ной призмы, которой освовавя суть вписанные правильные много- 
угольники, 10 эта прязма пазывается правильной призмой, вписан- 
ною 65 прямой цилиндре. Если около нижняго основаня даннаго 
прамого конуса описать правильный многоугольникъ, изъ вер- 
шинъ этого иосяфдняго провести периепдикуляры къ плоскости 
основашя до пересвчешя съ илоскостью верхняго основашя, эти 
точки пореезченя соединить такъ, чтобы получился описанный 
около верхняго основашя правильный мпогоугольникъ, равный и 
параллельный многоугольнику, описанному около нижанго оено- 
вавя, если, наконець, припять проведенные перпевдикуляры за 
ребра пзкоторой правильной призмы, которой основашя суть 
описанные правильные многоугольники, то эта призма называется 
правильной призмой, описанной около даннало прямоо цилиндра. 

Если въ осповаше прямого конуса влисать правильный много- 
угольникъ, вершины послЪднаго соединить съ вершиною конуса, 
полученныя образующуя принять за ребра правильной многоуголь- 
ной пирамиды, которой основаше есть вписанный нами мпого- 
Уугольнякъ, то эта пирамида пазывается правильною пиримидою, 
вписанною в данный прямой конусс. Если около основами пря- 
мого конуса описать правильный многоугольникъ, вершины по- 
стВдняго соединить съ вершинами даннаго конуса прямыми ли- 
вями, а эта прямыя ливши принять за ребра правильной пира- 
миды, которой основаше есть опиеанный нами многоугольникъ, 
то эта пирамида называется иравильною пирамидою, описаиною 
около даннало прямою копуса,. 
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Донущеше относительно поверхностей т$ла п ча- 
стей ихъ.— Относительпо поверхпости какого угодно тфла’и 
части этой поверхности въ Геометри дЪфлается слЗхующее допу- 
щенс: величипа поверхности всякаго тфла и любой ея части мо- 
жетъ быть выражена въ едипицахь мры нлощадей, т. е. въ 
квадратныхь единицахь мвры. 

Допущене относительно боковыхъ поверхностей 
ирамого цилиндра и прямого копува.— Относительно 
боковыхь поверхпостей прямого цизиндра и конуса дВлаются 
слфдуюния допущеня: боковая поверхность цилиндра менфе 69- 
ховой поверхности веякой правильной описанной около пого, много- 
угольной призмы, и боле боковой поверхности всякой празиль- 
ной, виисанпой въ него, многоугольной призмы; боковая поверх- 
ность прямого конуса менЪе боковой поверхности всякой праг 
зильной, описанной охоло него, мпогоугольной пирамиды и болЪе 
боковой поверхности всякой правильной, вписанной въ пего, много- 
‘угольной пирамиды. 

Обозпаченя. Условимеся обозпачать: 


боковую поверхность прямого цилиидра символом $ 


» р „  Ковуса » ый 
полпую поверхность „  Цитиндра з ря 

” » „ конуса » 5, 
боковую $ онисанной призмы или пирамиды 5, 

р ь виисапной + ” » 5 
образующую прямыхъ цилиндра и конуеа ... 1 
высоту й ъ. э ен 


длину окружности осповашя 


хх Пиза 
площадь основашя ый * пали 
перяметръ описанной призмы или пирамиды . . р 
з вписанной з $ 7 РА 
апооему описанной въ прямой конусъ иирамиды А 
х виисаниой › А ы Р а 
фажусъ осповашя прямого цилиндра или конуса г 
площадь основашя описанной призмы или пирамиды ( 
5 а вписанной я # * Ч 
юбъемъ цилиндра. .. . Е 5 
р КОН о аа раша 
$ описанной призмы или парамиды ....\, 

у. вписапной р: т ю р 


*) Когда сраввивастся боковая иоверхность конуса съ боковою поверх- 
ностью в, то бпиволь 3, обозначасть боковую поверхность описанной тира- 
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Теорема 308. Если въ прямой цилиндръ вписать правиль- 
ную многоугольную призму съ безконсчно-удваивающимея чис- 
ломъ боковыхь граней и если около пего описать `одноимевную 
правильную призму тоже еъ безкопечно - удваивающимея чиеломъ 
сторонъ, то разность между боковыми поверхностями этихъ двухъ 
призмъ есть величина .безкопечно-малая. 

Доказательство. Для доказательства этого. примемъь во вни- 
маше что 


30 =Р.Баз р. ( (теорема 271), 


откуда 


50 — 8, =Р.1— р. 1 = (РЫБ). 1. 

Но разпость Р — р есть воличина безкопечно-малая (тео- 
рема 169). Стало-быть, и разность 55 — 5, есть величина без- 
конечно-малая (теорема 181). Что и требовалось доказать. 

Слфдетвее 1-е. Боковая поверхность прямого цилиндра есть 
предёль боковой поверхности вписанной въ него, а также пре- 
ДЪЬлЪ описаниой около ного правильной призмы съ безконечно- 
удваивающимся числомъ сторонъ.—Дфйствительно: на основания 
допущеня относительно боковой поверхности цилипдра, 

5и < 50; ПО 3 = 5 (акоюма 1-аз), 
селфдовательно (акс1ома 9-ая) 
5$, —% < — 3», откуда (лемма 17, стр. 177) 5% = пр, 56. 
Кром того, известно, что 
82 == $0 (аксома 1-24); НО 5% > 5 
на основаши допущеня относительно боковой поверхности ци- 
линдра; стало-быть (акс1ома 10-ая), 
$0 — 3 «3 — 5, откуда (лемма 17, стр. 177) 5 == Пр. 50. 
Такимъ образомъ 
3 == ПР. $ = 30. 


СлЬдетве 2-е. Боковая поверхность прямого цилиндра равна 
произведенио окружности его освовашя на образующую. —ДФй- 
ствительно: 


50 = р.1 (теорема 271), откуда 2 —=/, гдф {ееть постоянная величи- 
р 
на; а въ такомъ случаз (теорема 185) 
1: — | иди (слЬдетые 1-ое теоремы 303 и 1901, 


пр. р, 
откуда $4 —= С. 1 изи $, = Эти. [, 


иды; когда же рфчь пдеть о боковой поверхности цилиилра, то 5 обозна- 
‘чаеть боковую поверхность описанной призмы. Апалогичное относится къ сим- 
ВОЛ 5, а также и символами 20 и 0. 


У ль. У моащыль льмлль. 12 


Сл5детв!е 3-е. Полная поверхность прямого цилиндра равна, 
произведено изъ окружности его основашя на сумму его обра- 
зующей съ ращусомь осповашя. —Л®йетвительно: 

Ви = 5 ЗЕ пи Ни? == Эа. {Е Эли == Эщи, (#- %). 

Теорема 304. Если вь прямой конусь вписать правиль- 
пую многоугольную пирамиду съ безконечно-удванвающимея чис- 
ломъ сторопь и если около него описать одноименную правизь- 
ную призму тоже съ безконечно-удваивающимся числом сторонъ, 
то разность между боковыми поверхностями этихь двухъ призмь 
будеть величина безконечно-малая. 

Доказательство. Для доказательства этого примемъ во вни- 
мане, что 


откуда 


но РЕр--а, ЗА =а-|- В, гв а и В обозначають нфкоторыя 
безконечно-малыя величины (почему?). Олёдовательно 


Ш @ 9 @- фм 
2 


откуда, произведя воз выкладки во второй части равенства, вы- 
ведемъ, что разность 50 — 5% есть величина безконечно-малая. 
Что и требовалось доказать. 

Слфдетве 1-е. Боковая поверхность ирямого конуса есть 
предфль боковой поверхности виисанной въ кего, & также пре- 
дЬхь описанной около него правильной пирамиды съ безконечно- 
удваявающимся числомь сторонъ.—Убфдиться въ этомь предо- 
ставляется учащемуся. 

Сльдетвйе 2-е. Боковая поверхность прямого конуса равна 
произведенйо окружности его основаШя на половину образую- 
щей. — ДЬйствительно: 


Р.А 5. А 
== (теорема 272), откуда т 
тдь [| равна образующей конуса (теорема 302) и есть величина 


постоянная. А потому (теорема 185) 


. 50 : | 
1.0 азы (сльдетые 1-е теоремы 304 и 190)5® = 
р. Р р г 2 


1 
откуда 3, = 6. = 92. були = == пт. 
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Слфдетвье 3-е. Полная поверхность прямого конуса равна 
половин. произведейя окружности его основашя но сумму обра- 
зующей съ радфусомъ этого оспованя. — ДВйствительно: 

Би = зи Ели’ == м ви == я" (1 - еее > 

Теорема 305. Если въ прямой цилиндуь виисаль пра- 
вильную многоугольную призму съ безконечно - удваивающимея 
числомъ сторонъ и около него описать одноименную призму тоже 
съ безконечно- удваивающимея числомь сторонъ, то разность 
можду ихъ объемами есть величина безконечно-малал. 

Доказательство. Для доказательства этого примемъ во вни- 
ман1е, что 

Уд =0.4, ау, =4.1 (сл6детые 6 теоремы 281), 
откуда 


У, — У, =@.4—чц.0 = (4 —9).4. 
Вторая часть этого неравенства есть величина безконечно-малал 
(теоремы 189 и 180). Стало-быть, разность У› — У» ееть ве- 
личина безконечно-махая. Что и требовазось доказать. 

Слёдетве 1-е. Объемъ прамого цилиндра есть иредть объема 
зписанной въ него, а также предЪль объема описанной около 
него правильной призмы съ безконечно-удваивающимея числомь 
сторонъ. —ДЪйствительно: | 

У.‹< У» (аксюма 1-я), а У = \о (акаюома 1-2). 
откуда (акоома 9-ая) 

У, — У < У — У» 
т. ©. (демма 17-ая) разность У, — \У, есть величина безко- 
нечно-малая,. или 
У = 19. У. 

Съ другой стороны 

У, —= У» (аксюма 1-ая), и Уи > У, , (акоюма 1-ая), 
откуда (авсома 10-ая) У, —У„ < Уо —У,, 
т. е. (лемма 17-ая) разность Уо — У, есть величииа безко- 
нечно-малая, или У, = пр. У. 
"Такимъ образомъ 

Уз =, пр. Уз = пр. \ . 

СлЬдетве 2-е. Объемъ прамого цилиндра фравевь произве- 

деншо площади его основаня на высоту. —ДЪйствительно: 


и А 
У\ = 9.1, отвуда т =1; 


а въ такомъ случа (теорема 185) к. ==, 


г 


откуда У, = 0.й ==: 


Теорема 306. Если въ прямой конусь ‘вписать и около 
мего опясать одноименных правильныя пирамиды. съ безконечно- 
удванвающимея чиеломь сторонъ, то разпость между объемами 
этихъ пирамидь есть величина безконочно-малая. 

Доказательство предоставляется, вь качеств весьма по- 
дезнаго упражнешя, учащемуся. 

СлБдетве 1-е. Объемъ прямого конуса есть предЪль объема 
вшкалной въ него, а также предъль объема описанной около 
него правильной многоугольной пирамиды. 

Слёдетве 2-е. Объемъ прямого конуса. равешь одной трети 
пооизведешя площади его основашя па высоту. ^ 

СлфдствЕе 3-е. Объемь прямого конуса равенъ одной трети 
объема прямого цилиндра, имющаго то же основано и ту же 
высоту, что данный прямой копусъ.—УбЪдиться въ справедливо- 
сти этихь трехъ предложен! тоже предлагается учащемуся. 

Теорема 307. Боковая поверхность прямого, усфченнаго 
параллельно основано, конуса равна произведеню позусумин 
окружиостей основашя на длину ея образующей. 

Доказательство. Для доказательства этого дополдиимъ уов- 
чонный конусь и обозначимь боковую поверхность полиаго ко- 
нуса буквою 5, боковую поверхноель отефчешной ето части бук- 
вою 5$, боковую поверхность уеЪченнаго конуса буквою $’, окруж- 
ность нижняго основашя буквою С, окружность верхняго бук- 
вою с, образующую полнаго копуса буквою Т, а образующую 
‚отефченной части буквою 1. Тогда (слфдетйе 1 теоремы 304) 


8 = те И И: а = 
но (теорема 192) 
с В и С. 
—=— = — =, откуда | = . 
с * ® р с 
А въ такомь случа 
[е 
РА жк (с @.в 
БЫ п Ш 
но С= ; стало-быть, 
а, 
_ (©+9.&—да —+9.(ь —9 _©+2. а. 
и 
ей: с +9. бе . а 


9 
Что и требовалось доказать. 
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Слёдетве. Боковая поверхность прямого, усфченнаго па- 
раллельно основанно, конуса равна произведено окружности’ 
средняго сбчешя его на образующую копуса.— УбЪдаться въ спра- 
зведливости этого предзложешя предоставляетен учащемуся. 

Замфчане. 'Георема 307, доказапная выше еъ помощью 
алгебраическихь подстановокъ, можеть быть доказано также и съ 
помощью теор!и предБловъ на подоб1е теоремы 304 и на осно- 
ваши теоремы 273. 

Теорема 308. Объемъ усфченнаго параллельно основавио 
прямого конуса разешь сумм объемовь трехъ прямыхь кову- 
совъ, которыхь высота равна высот данпаго конуса, & основа- 
1я соотвфтственно равны: верхпему основано его, нижнему осно- 
ваню и основанию, площадь котораго есть средвяя пропорцщю-- 
нальная между площадями верхняго и нижляго основанй. 

Доказательство. Для доказательства этого дополнимъ конусъ 
отсфчепною его частью, обозначимъ объемь полнаго конуса бук- 
вою У, объемъ отсфчепной части буквою у, объемъ усфченнаго 
конуса буквою Х, площадь нижняго основашя буквою О, площадь. 
верхняго буквою 0, высоту полнаго конуса буквою Н, выеоту 
отефчевной части буквою й; тогда высота усфченнаго конуса бу- 
деть равна Н—1, и кромЪ того (сяфдстые 2-е теоремы 306) 


0.н, о.В 0.Н — % 
№М == Пе А ЕЕ й 
3 3 3 
Но. 
з 
И (теорема 192), откуда о = 0.1. 
№ `Н2 


Вставивъ въ равенство, выражающее величину 2, вместо илощади 
оея величину (акс1ома 5-а1), получимъ: 
01° т 
_°- В " _оо— м Он 
3 ЗН ЗН 
но Н* — #*—(Н 4) (Н*-+{ НА + 17), сябдовательно 


__ 0. (Нл). (М + НА 1) _ Аб и т сом] 


ЗН 3 Нз 
или 
НА Г? 1 
Ра о 0 :]. 
Е ко о В а Н®. 
1 о ® РУ 
Н. И Е 
ы Н о ы Н у о 


такъ что (акоюма 5-ая) 


ЕН ‚[о-+0.и 2 оо] = #4 о [о+и + + | 


Стало-быть, объеиъ прямого усйченваго копуса азов сумы 
трехъ слагаемыхь, изь которыхъ каждое слагаемое выражает объ- 
емъ иЪкотораго прямого конуса; притомъ всВ эти ковусы изфюотъ 
ту же высоту, что дапный усёчепный конусъ, а освовав!я ихъ по- 
рознь равны верхнему и пижвему основашямьъ даннаго усфченваго 
копуса и основано, площадь котораго есть средпяя пропор{езаль- 
ная между площадями этихъ двухъ основан, Что и требовалось 
доказать. 

Замфчане. Теорема 308 можеть быть доказапа съ помощью, 
теор предФловъ. 

Ленна 20. Если (черт. 293, 294 п 295) на плоскости взята 
безконечная прямая ХХ’и копечная, ея вовсе не пересфкающая, 
или же пересфкающая ее въ точеВ А, прамая АВ, и если принять. 
безконечную прямую ХХ' за ось вращеня всей плоскости, то поверх- 
ность, опвсаннал при этомъ конечною прамою АВ въ проетранетв ‚рав- 
на произведению проэкци этой конечной прямой (на ось вращеня) 
на длину окружности, которой рамусъ равенъ перпепдикуляру, воз- 
становленному изъ средины конечной прямой до перес%ченя съ осью. 

Доказательство. При доказательствь этого предложеня 
можно различать три случая: 1) когда одинъ изъ концовъ ко- 
нечной прямой лежитъ на оси, 2) когда конечная 
прямая параллельна оси, и 3) когда она пе парал- 
„лельна осн и оба конца ея лежать вн оси.— Въ пер- 
вомъ случа (черт. 293) ирамая АВ опишеть боко- 
вую поверхность прямого конуса, котораго обра- 
зующая есть прямая АВ, а ражусь основая— 
прямая ВС. Величина эта бы 


$ == 9, @В.. 


Возтавивь изъ средины М конечной прямой 
АВ перпендикуляръ этой послфдней до пересёчешя 
его съ осью ХХ! въ точкВ 0, получимь /\ ОМА, который подобенъ 
треугольнику ВАС (слБдетые 2-е ‘теоремы 138). А потому 


АМ: АС=МЬ : СВ, т. е. СВ. АМ=АС. МО или СВ. — АВ АС.мр. 


'Такамь образомь (аксома 5-ая) поверхность 
8=2т.АС. МО =АС. 2 «МР. 


Черт. 293. 
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Стало-быть, въ этомъ случа поверхность, описанная конеч- 
ною прямою ЛВ при вращенш вокругь оси ХХ, дЬИетвительно 
равна произведено проэкцщии (на ось) данной 
конечной прамой па длину скружпости, ра- 
мусъ которой равенъ перпендикуляру, в0з- 
становленному изъ средины конечной пря- 
мой до пересвчешя съ осью. — Во второмъ 
случав (черт. 294) прямая АВ опашетъ 
боковую поверхность прямого цилиндра, ко- 
тораго образующая есть прямая АЗ, а ра- 
дусъ основашя— прямая ВС. Эта поверх- 
ость 

$ =2*.СВ.АВ = АВ. Эт. СВ. 
Черт. 294. Но прямая АВ равна проэкщи ЕС этой 
: прямой на ось ХХ’ (теорема 69), & пря- 
‘мая СБ равна перлендикуляру МО, возставлевиому изъ средины 
М прямой АВ до пересфчешя съ осью въ точк® 0. СяЪдовательно 
{акеюма 5-з1) и въ этомъ случа 
$ = ЕС. 2=. МР. 

Наконець, въ третьемь случа (черт. 295) прямая АВ опи- 
шетъ боковую поверхность прамого, усЪченнаго параллельно оено- 

зашю, конуса, котораго образующая равна 


7 АВ, рамусы основашй равны прямымь СВ 
| и ГА, а радусь средняго сфчешя равенъ 
ВА ММ. Эта поверхность 


и 
] $5 =2т. ММ. АВ (слфдетые теоремы 307). 
Возставивъ изъ средипы М прямой АВ 
) перпендикуляръ до пересЪчен!я его съ осью 
в ХХ в точк Л и опустивъ изъ точки А на 
прямую ВС перпендикуляръ АЕ, получимь 
два треугольника: СММ и ВАЕ, которые 
другъ другу подобны (теорема 142), Въ нихъ 
Черт. 295. ММ: АЕ = МО: АВ, откуда 
МХ. АВ. = АГ. МР. 
СаЪдовалельно (аксома 5-ая) 3 = 2т.АЕ. МО = ЕС. 9* . МО, 
т.е. и въ этомъ случа поверхность, описанная копечною прямою 
АВ при вращени вокругъ оси ХХ’, равпа произведешю проэкця 
{на ось) данной конечной прямой на длину окружности, радуусъ ко- 
торой равенъ перпендикуляру, возстановленному изь средины ко- 
нечной прямой до пересфченя его съ осью. Что и требовалось 
доказать. 


$ 11. о кругаыхь твлАХЪ. 285 


Опредфлешя. Еели виисать въ полуокружность (или опи- 
саь около пся) ломапую лилуо, которой крайв!я точки совпадать 
© концами Мамстра (или лежать 
па его продолжешяхъ), то, при- 
нязр Мамезруь за ось вращеншя 
всей фигуры, получим кром ефе- 
фы тВло, которое условимся пазы- 
вать внисаиным въ сферу (изиеии- 
саннымъ около нел) кубареме. Чер- 
тежь 296 даеть продетавяеше о 
вписанномъ кубарв. Еели образу- 
ющая ломапан есть лишя опиеан- 
пая около полуокружности, то уело- 
зимся кубарь пазывать отисанныме 
около сферы пубареме; вели же она 
есть лишая вписапная въ полу- 
окружность, то условимея кубарь Черт. 296. 
пазываль окисанныме в сферу куба- 
ремг. Если въ описалной образующей ломаной лиши всв элементы 
равлы между собою, то кубарь, ею образованный, условимея навы- 
валь правильныме вйисаннымв кубарема; вели же въ описанной обра- 
зующей ломацой вс элементы равны можду собою и притомъ край- 
ня точки ея лежать па продол- 
жешяхь маметра, то кубарь, 
ею образованный, условимся па- 
зывать правилуныме описанным 
пубареме. 


Теорема 309. Поверх 
ность правильпаго описаннаго 
около сферы кубаря равна про- 
изведешю длины окружности 
большого круга этой еферы на 
длину оеи кубаря. 


Доказательство. Для до- 
казатольства этого примем во 
влиман!е, что поверхность ку- 
баря (черт. 297) есть сумма Черт. 297. 
поверхностей, описапныхь 0т- 
дфльлыми звеньями образующей и что перпондикуляры, возетавлен- 
ные изъ средниь этихъ звепьевь, веё проходять чрезъ центръ 
окружности. Поэтому, обозлачивь радусъь сферы буквою В и 
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опустивъ перпендикуляры В0, Се, Га и Ее на ось АЕ, получимъ, 
что (лемма 20) поверхность кубаря 
$=В.2т, 46 В. 2. 46 -- В. 9.9 -- П. 2 те В. 25.6 
или $ = 28. (46-е -- “-- а -еЁ) = 2=В.АЕ. 
Что и требовалось доказать. 

СлфдетвЁе 1-е. Поверхпость правильнаго вписаннаго въ сферу 
кубаря равна произведению длины окружности, ражуеъ который 
равень аповемв образующей, на длину оси, т. е. на длину д18- 
метра сферы. — ДЪйствительно: поверхность вписаннаго въ сферу 
жубаря (черт. 296) АВСОЕРСНГ $ = *.»”.АБ гдВ буква г 
обозначаеть апооему зоманой лиши АВСБЕРСНТ а прямая АТ 
равна даметру сферы. 

Слфдетве 2-е. Разность между поверхностями одноименныхъ 
описаннаго и внисаннаго въ сферу кубарей, въ которыхь число 
элементовь образующихь пеограниченно возрастаеть, есть вели- 
чина бозконечно-малая.— ДЪйствительно: обозначивь ось описан- 
наго кубаря буквою А, ось вписаннаго одноименнаго кубаря— 
бухвою 0, ралусъ сферы буквою В, апоеему вписанной обра- 
зующей буквою т, поверхпость описаннаго кубаря буквою 5, & 
поверхиосгь виисаниаго буквою $, получимъ 
$ = 218 . А, $ = 27.1, откуда 8 —8=2"В.А — 2т/.0. 

Но В-=г--, & А = -- В, гдВ & и В обозначають нф- 
которыя безковечно-малыя величины. А потому 
$—5=0%. (/-- а). (+В — 3%. 

Выполавеъь выхаддии и праседеше во второй чаети равен- 
ства, получамь, ч10 ра: ‘ось $ — 5 есть величина безконечно- 
малая (теоремы 181 и 132). 

Доиущен! отвосительно новерхностей вниеан- 
паго оь сферу и отисанчаго около пел кубарей. — 
Относительно губар виигазлаго гъ шаръ и опнсаннаго около 
него, дфластен саАцующее допущен: поверхность описаннаго 
около шара кубара болбе токерлаоски этой сферы, а новерх- 
ность кубарт, пписаанаго въ сферу, хокфе позорхносли сферы. 

Теорена 510. По зорузоеть шара еезь предфаь поверхно- 
сти Оцисанлаго 05079 ноу х укицай соггукиь 
изъ псограчи Мо чисзаА 3466: ‚› & чакже предвль но- 
веруцости вонаиии ‚ кошраго обргующая с0- 
стоить изь ле@грачи {и элемегз ов. 

о ЕЛЬО. у „ниьзат га 9710г0 обозвачимь 10- 
и АР бою 5, новерупость аУОыАРИ о`ИСЛИЬАЕО 
кубари буквою 5, а певердиость зиисдицаго въ иирь кубаря 
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буквою 5, и иримемъ во вниман!е, что 
с<З, аз == 8, откуда (акетома 9-я) о — 5 < 5 — 3. 

Но разность 5 — з есть величипа безконечно-малая (елд- 
ве 2-е теоремы 309); стало-быть и разность о — зесть ве- 
личина безкопочно-малая (лемма 17-я), а потому 

6 = 1}. 5. 

Съ другой стороны, 
$ = 8, ас>3, откуда (акеома 10-1) $ —0<8 — 5. 

Слвховательно разность 5 — 6 тоже величина безконечно 
‘малая, т. 6. о== пр. 5. Стало-быть 

=. з==ир. 9. 
Что и требовазось докаваль. 

СлЪдетв!е 1-е. Поверхность шара равняется длин окружности 
„большого круга этого шара, помпоженной на даметрь шара.— 
Дуйствительно: 5 == 2%. В.А (теорема 309), гдв буква 5 обоз- 
качаеть поверхность правильнато описавнаго хубаря буква В— 
ражусъь шара, а буква А — оёь кубаря. Изь этого равенства 
полузчимъ, что 
3 == Ц, & потому (теорема 185) „; = 98, 
гАВ с обозначаель новерхноель шара, а О его даметрь; а изъ 
мослЪдняго равенства получимь, что 

с = тв . О. 

Слдств!е 2-е. Поверхность шара равпа учетверонной пло- 
зщади большого круга этого шара. —- Дйствительно: 
2 В.П (схбдетме 1-е теоремы 310) 
или (авс1ома 5-я) 


б 


с = 9=В. ЭВ = 4. кВ”. 

Фпредвлешя. //аровыме (или сфорическимъ) олсоме нз- 
зывается часть шаровой поверхности, заключенлая между двумя 
ззаимно - параллельными плоскостями, перес\хающими шаровую 
поверхность; шаровыме (или сферическимъ) слоемг назызаетея 
часть шара, заключенная между двумя взаимно-параллельными 
плоскостями, пересвкающими шарь. ///аровыме сегментомз назы- 
влется каждая изъ двухь частей шара, на когорыя онъ раздф- 
днетея плоскостью, его перееВкающею; боловою поверхностью ша- 
ровало сёмента пазывается та часть шаровой поверхности, кото- 
рая ограничиваеть данный согменль; вся поверхаость ограничи 
вающая данный шаровой сегменть, состонть изь двухь частей: 
изъ боковой поверхности его и круга, называемато основашема, 
я называется полною ловержностыило селичини, высотою шарово 
пояса и аровою слоя называется разетояне между параллельными 
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плоскостями, ограничивающими данный поясъ или слой. Высотою 
чароваго сегмента называется перпендикуляръ, возставленный изъ 
центра основана до пересфчешя съ боковою поверхностыю сег- 
мента; сериииною сезмента называется точка пересфчешя выеоты 
его съ боковою его поверхностью. 

Замбчане 1-е. Если провести чрезъ конець какого либо ра- 
муса данпой шаровой поверхности плоскость, перпендикулярную 
ЕЪ этому ражусу, то эта плоскость имфетъь съ шаровою поверх- 
ностью только одпу общую точку, & имепио конецъ даннаго ра- 
Муса (какъ въ томъ легко убфдиться на оспованш теоремъ 78 
и 298), и такая плоскость называзтся хасалпельною къ данной 
шаровой` поверхности. 

Замфчане 2-е. Поверхность шарового сегмепта можетт быть 
разсматриваема какъ шаровой пояеъ, заключенный между осно- 
ващемъ сегмента и плоскостью, касательною къ шаровой поверх- 
ностью въ вершинВ сегмента; самый же сегменть можеть быть 
разсматриваемъ какъ шаровой слой, заключенный между основа“ 
емъ сосмента и плоскостью, касательною къ шаровой поверх- 
ности въ вершин сегмента. 

Теорема 311. Поверхность шарового пояса равна произве- 
денио длины окружности большого круга даннаго шара на вы- 
соту этого пояса. 

Доказательство. Для доказательства этого возьмемъ полу- 
окружность, даметрь которой есть прямая СО, и дв точки А. 
и В на этой полуокружноети; при вращеви всей фигуры во- 
хругь оси СР дуга АВ опишетъ изкотарый шаровой поясъ, вы- 
сота котораго равпа прямой «р, заключенной между проэкщями а ир 
точекъ А и В на 0сь СШ. ДалЪе впишемъ въ дугу АВ какую 
нибудь ломаную съ равпыми звепьямн и опишемъ около нея дру- 
гую паразлельную первой ломаную со столькими же раввыми 
между собою звеньями до пересфчевя съ продолжешями пря- 
мыхъ 4А и 0В. Каждая изъ этихъь зоманыхъь опишетъ часть по- 
верхности нЪкотораго кубаря. Распространивъ допущене отно- 
сительно поверхности кубарей описаппаго и виисанпаго на ва- 
стоящуй случай, докажемъ (хемма 20). что поверхность $ дан- 
паго полса есть предЪль поверхностей, описанныхь упомяпу- 
тыми ломаными. А въ такомъ случа® 

$ = 2% . 46. 


Что и требовалось доказать *). 


*) Вынолнеме чертежа и дезалей доказательства предоставляется учаще- 
муся. 
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Сльдстве 1-е. Боковая поверхность шарового сегмента равва 
произведению даины окружности большого круга дазнаго шара 
па высоту сегмента. 

Сльдетве 2-е. Поверхность двухь шаровыхь пояеовъ од- 
вого и того ме шара, вь когорыхъ высоты равны между собою, 
тоже между собою равны. 

Сльдетве 3-е. Поверхности какихь угодно двухъ шаровыхь 
поясовъ одного и того же шара относятся между 6обою какъ 
ихь высоты. —Уббдиться въ справедливоети этихъь трехъ пред- 
ложевй предоставляетея учащемуся. 

ФиредВлешя. Если чрезь вершину треугольника прове- 
дена въ сего плоскости безконечная прамая, не разсзкающая 
треугольника на дз части, то условимея такую прямую называть 
внъшнею эрямою или внинею 0650 даннило зтреуюльника. 

„Лемма 21. Объемъ тЪла, происшедшего отъ вращеня 
треугольника вокруг вифшней его оси, равняется одной трети 
произведеня поверхноети, описаипой стороною, противолежащею 
той вершииф ого, чрезь которую проходить визшняя ось, на 
длину пероондикуляра, опущеннаго изъ этой вершины на про- 
тиволожащую сторону. 

Доказательство. При доказательетв® 
этой теоремы различмоть три елучая: 1) 
когда внфшняя ось проходить чрезъ дв® 
вершины треугольника, 2} когда она, иро- 
ходя чрезь одну вершину "треугольника, не 
параллельна сторонф, противолежащей этой 
вершинв и 3) когка она, проходи чрезъ 
вершину треугольника, параллельна ироти- 
волежащей сторонЪ. 

1-й случай. Пусть (черт. 298) вывшняя 
ось вращеншя ХХ’ треугольника АВС прохо- 
дить чрезъ двВ вершины его А и В и пусть 
пернендикулярь АЛ къ сторонф АВ перес*- Черт. 298. 
каеть въ точкз ПО. Тогда треугольникъ 
АВС при вращени’ своемь вокругь осн ХХ’ опишегь два пря- 
мыхь конуса, которыхь образующя суть прямыя АВ и ВС, & 
радтусъ общаго осповавя равенъ прямой ВЕ, перпепдикульрной хъ 
оси. Обозначимь объемъ всего т®ла символом У)лве, и тогда 
(сяфдетые 2-е теоремы 306) 


‘® АЕ ра [2 с 
О А ЕС _ «ВЕ (АВ -- ЕС) а 


х 


3 3 
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ихи 

АО а ВЕ, зо АС. ВЕ — АВ. СВ, 
потому чт0 каждое изъ этихъь производешй выражаеть удвоен- 
ную площадь треугольника АВС (ел детые 3-е теоремы 173); 
етало-быть, 
тАВ.СР.ВЕ _ («ВЕ. ‚АВ). СР 


Улво = 


В 2 
Но ипроизведеше ВЕ. АВ выражаеть вели- 
чину поверхности, описанной прямою АВ. С1%- 
довательно, обозначивь поверхность эту еимво- 
ломъ $.в, получимъ, что 


8 
Улво= ’Что и требовалось доказать. 


2-% случай. Пусть (черт. 299) внфшвяя ось 

ХХ’ треугольника АВС проходить чрезь одну изъ 
Черт. 299. вершинъ его и пусть стороны АВ не параллельна 
визшней оги, а перпендикулярь СО пересзкаеть 

сторону АВ въ точкв Ш. Тогда, продолживь сторону АВ: до пе- 
`есфченя съ осью и сохранивь прежея обозначен!я, найдемъ, что 

5 
ню — о В ы. 66 


3 3 
ав — 8). СО р 
в — 5). 0 Е = . Что и требовалось доказать. 


3 
3-й случай. Пусть (черт. 300) выфшняя ось треугольника АВС 
паразлельна прямой АВ, а перпендикулярь СО пересвкаеть АВ 
въ точь» О. Тогда 
У»лво == Увльв— Увас — Уввс == 


— наз ЕР 1844. Е т. ЕВ» ОЕ 


или (акоюма 5-я) 


3 3 


Ушло == =Ср». АВ ее ва ь — 
т. е. в 
: Ар ов АВ 
Улве == «СО (ав ——- °) = бо». (ав ен 
= ‹б0*. 2 дв 2700.00. АВ _ (2"00. АВ). СР _ 
3 


3 
(ЕВ АВ).-200 


3 
Но произведеше 2^ЁВ.АВ выражаеть боковую поверхность, 
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описанную прямою АВ; етало-быть 


. (р 
Ул = Эль т Что и требовалось доказаль. 


Замёчаше. Лемма 21 справедлива 
также и въ томъ случа, когда периен- 
дикуляръ, опущенный изь вершины, хе- 
жащей на оси, пересзкаеть противолежа- 
щую сторону въ точкВ, лежащей на про- 
должени этой стороны, — въ чемъ уб%- 
длиться предоставляется учащемуся. Но ниже 
эта лемма примфняется только къ тВмъ 
случаямь, которые разсмотрьны выше. 

Теорема 312. Объемь правильнаго 
онисавнаго около шара кубаря равепъ одной 
трети произведеня поверхности кубаря на 
радусъ шара. 

Доказательство. Для доказательства Черт. 800. 
этого примемь во внимаше, что если 
объемь кубаря АВСОЕЕ (черт. 301) обозначить буквою У, то 


У == Ульо -- Увос -- Усов - Уров -Ё Увов 
Валь. В 


= 8 ЗВ ВВ ВОВЕ 
у В о 


или 


У (Блв 1 Бьс | бер -- Зов | Бик 


Что и требовалось доказать. 

Слёдств!е 1-е. Разность между объемами одноименпыхъ пра- 
вильныхь кубарой, описаннаго около шара и д 
вписаннаго въ шаръ, при безконечно-увеличи- 
вающемся числ} звеньевъ образующихь ломаныхъ, 
сель величина безконечно-малая. 

СльдствЕе 2-е. Объемь шара есть предёлъ 
объема правильнаго кубаря, описаннаго около 
шара, & также предфлъ объема правильнаго 
кубаря, вписаннаго въ шаръ еели число звеньевъ 
образующихь ломаныхь, есть величина безко- 
нечно ‘возрастающая. (Черт. 302 относится къ 
доказательству этого предложешя, каковое до- 
казательство предоставляется, какъ и доказа- 
тельство остальныхь олфдетвШ, учащемуся). Черт. 801. 


И 
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Сльдстве 3-е. Объемь шара равняется одной трети пронз- 


д 


Черг. 302. 


веден!я поверхности шара ина его ра- 
дусъ. 

Слёдетве 4-е. Объемь шара рав- 
ннегся одной трети учетверениаго ироизве- 
дешя спрямлешя окружности (числа т) на 
кубъ радуса шара. 

Слфдете 5-е. Объомт шара рав- 
няется одной шестой дол произведеня 
сирямзешя окружности (числа п) ва кубъ 
даметра шара. 

Слёдстве 6-е. Объемы двухъ ша- 
ровъ относятся между с0бою какъ кубы 
ихь радусовъ или какъ кубы ихъ дамет- 
ровъ.— Убвдиться въ справедливости этихь 
шести предложовй предоставляется уча- 
щемуся. 

Замфчане. Какъ для доказательства 
теоремъ 191 и 195 (о площади круга), 
таюь и для доказательства теоремъ 305, 


306 и елфдетый теоремы 312 (объ объемахь прямого цилиндра, 
прямого конуса и шара) геометря пе нуждается ни в$ кашихь 
допущешяхь. Для доказательства же теоремы 196 (0 длин$ окруж- 
пости), а равно теоремь 803, 304 и 310 (о боковой поверхно- 
сти прямого цилипдра и прямого конуса и поверхности шара) гео- 
метря нуждается въ подобныхь допущеняхь (стр. 187, 277 и 286). 


с 


Е! 


Черт. 303. 


Опредвлен{я. Условимея навывать да- 
метръ, проходяцый чрезь вершину кругового 
сектора, но не перес8кающий дуги этого послЁд- 
вяго, онилиниме Фаметроме сектора. Если 
круговой секторъ воащается вокругь вниняго 
своего даметра, то при этомъ круговой секторъ 
описывасть тфло,!; называемое шаровыме сек- 
поромз. Черт. 303 можеть дать представлене о 
шаровомь сектор%,` описанномь при вращени 
кругового сектора ОАМВО и ограниченномъ 
частями двухь коническихь поверхностей и 
шаровымь поясомъ, а также о шаровомъ сек- 
торВ, происшедщемь при вращеши кругового 
сектора ОСАО вокругъ одного изъ своихъ рад1у- 
совъ; шаровой поясъ, предетавляюний чаеть 


поверхности шарового сектора, наз. основанемв аровозо севтора, 
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Теорема 313. Объемь сферическаго сектора равняется од- 
вой трети произведены поверхности основаяя шарового сектора 
па длину радуса шара. 

Доназательство. Для доказательства этого впишемъ въ дугу 
кругового сектора, при вращеши образующаго секторъ шаровой, 
ломаную съ равными между собою звеньями и опишемь около 
той же дугу ломаную со столькими же равными между собою 
звепьями, параллельными звеньямъ вписанной ломаной. Оъ уве- 
личещемь числа звеньевъ, разность между объемами тёль опи- 
сапныхь фигурами, которыя ограничены этими ломаными и край- 
ними радгусами, становится величиною безконечно-малою (ср. тео- 
рему 309), а объемь шарового сектора — предвломъ объемовъ 
этахь тёль. Такимъ образомъ убЪдимея (подробности доказатель- 
ства предоставляются учащемуся), что если поверхность оенова- 
шя шарового соктора обовначень буквою 5, объемъ ого—буквою 
®, а рамусь шара буквою Ц, то 


Что и требовалось доказать, 


Теорема 314. Объемь тфла, пропешедшаго при вращения 
кругового сегмента вокругъь даметра, лежащаго вн этого сог- 
мента, равенъ шестой дол 
объема цилиндра, у котораго 
радрусъ осповашя равен хорд 
сегмента, & высота—ея про- 
экцш на ось вращеня. 

Доказательство. Для до- 
казательства (черт. 304) этого 
соединимь концы кругового 
сегмента АМВА еъ центром 
полукруга О и примемъ во 
вниман!е, что этотъ сегменть 
представляеть собою разность 
между круговымъ секторомъ 
ЛОВМА и треугольникомъ 
АОВ, а объемь 9 та, обра- 
зованнаго при вращеши сег- 
мента АМВА вокругь оси 
ЕЕ, есть разность между объемомъ 9, сферическаго сектора, опя- 
саннаго при зращенши кругового сектора АОВМА вокругъ оси 
ЕЕ, и объемомь о, тфла, описвинаго при вращеши треугольника 


й 
Черт. 304. 
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АОВ вокругь той же оси. Но (теорема 313 и лемма 21) 
2т В?. 46 2т. 0.46 
фи в И; == > 
1 3 ® 3 

гдф @6 есть проэкщя хорды АВ па ось, а ОЕ есть периенди- 
куляръ, онущенный изъ центра О па хорду АВ.А нотому (ак- 
е10ма 5-а) 


2 В. 46 2п. 0Е*. 4 9.06 


3 3 3 

. ШИРЕ Т з с __ АВ 
но В? — ОЕ* — ЕВ* (Пнезхгорова теорема), т. е. В*— ОЁ* = —. 
Стало-быть (акоома 5-я), 

о — т. ®.АВ" _ тАВ* 06, 
3.4 
вторая часть этого равенства выражаеть шестую долю объема 
цилиндра, у котораго радуеъ основашя равень хорд АВ дан- 
наго сегмента, а высота—проэкщи этой хорды на ось (слдетве 
2-ое теоремы 305). Что и требовалось доказать. 

Теорема 215. Объемь сферическаго слоя равень сумиь 
объемозъ трехъ твль: шара, котораго даметрь равень высот 
слоя, и двухъь цилиндровъ, у которыхь вы 
сотА одна и та же и равна половинз вы- 
соты слоя, а основашя порозпь равны осно- 
вавымъ его. 

Доназательство. Для доказательства, 
этого примемъ во вниман!е, что объемъ слоя 
АВСГ (черт. 304) равелъ сумм двух 
объемовь: объема т, усфченнаго конуса, 
__  осповашя козорато равны основашямь слол, 

Черт. 305. ц объема ©, тфла, описаннаго сегментомъ 

АМПА при вращении вокругъ Маметра ЕЕ. 

Поэтому, обозначивь проэкцио хорды АВ на ось буквою Н‚ а 

ращмусы основавЙ слоя буквами , м 9,, получимь, что (чео- 
ремы 308 и 314) 


тН 
у и и) 
в (^ | т *) 


(1*— 0%); 


Ф® = 


т.АВ?.Н 
6 


или 
== (2, Ч 27°, 29°”, АВ»). 
Но, проведя перцендикулярь ВЁ изъ точки В на прямую ВА, 
получишь (Пиоагорова теорема): 
АВ? (и; —т)* -- Н*==х,* Эта - 7% + Н*. 


1 


У = 


У 11. 0 молью лощалы 


8 потому (акеюма 5-я) 
У ай + 2, Е ых, та 5 7%, + н) 
з 
Ут: (ви, +, +) =" Ин в, 
6 6 2 2 

Вторая часть этого равенетва выражаеть (сл$детве 5-е теоре- 
мы 312 и сябдетые 2 теорема 305) сумму объемовъ трехъ тфлъ: 
шара, маметръ котораго равенъ Н, двухъ цилиндровъ, высота кото- 
рыхь равна половинв высоты слоя, а основашя порознь равны 
основашямъ его. Чло и требовалось доказать. 

Слъдетве 1-06. Объемъ сферическаго сегмента равенъ суммв 
объемовъ двухь тВль: шара, даметрь котораго равенъ высот 
сегмента и цилиндра, высота котораго равна половин® высоты 
слоя, а основане-—основанйо его.—Убфдиться въ этомъ предо- 
ставляется учащемуся. 

Слфдетые 2-0е. Объемь сферическаго сегмента равенъ объ- 
ему цилиндра, въ которомъ ращусъ равенъ высот сегмента, а 

° высота равна разности между ращусомъ сферы и одною третью 
высоты сегмента. — ДВйствительно: 


гдф Н обозначаеть выеоту еегмента, х ращуеъ его основамя. 
Но (елдетые 2-ое теоремы 144) 

т* = (2В —Н).Н, 
гдв В обозначаеть ращуеь шара (черт. 305), а потому (ак- 
сома 5-я) 

п. Н 

У= + (2в— н). ни. 

Выполнивъ выкладки (что предоставляется учащемуся), получимъ, что 

У= тн (в—Н 
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1. Объ акоюмахъ. 


Изь перечиеленныхь во Введен (УП) акоюмь вс, кромЬ первыхь 
плхи, могуть быть доказаны на основаши осгальаыхь; ири эгомъ 060- 
беапыл услугн при доказательствахь оказываеть акслома, 5-ая. 

Акеюма 6-ая. Пели а==%, и с==8, 10 а==с. — ДЪЙетвигельно: 
а=0 це ; вь лавомь случаВ (ако1ома 4) инф ‚ & потому (ако1- 
ома 5) а 

„Акеюма 7-ая. Шоли а`>0, & БХь © ае. — ДЙствительно: 
а>ьаф> с, в такомь случаВ а==0-|-4, а 6 ==е--е или (аке1ома 5) 
ф=е--е-|- 4, откудь аколома 1-ал) а >> о. 

Аксома 8-ая Поли а==ф, и в=а, то а-+-с-==6 4 и а-с= 
$ — 4. — ДЬйотвительно: в==Ъ, а с==4; и а--с==а--е, огкуда (акоюма 
5) а-е=6--4. Точно также убфдимся, что а-—6==-—4. 

„Акефома», 9-ая, Поли а>0, а в==а, 10 а-е>6-а, и а-е> 
$ — 4. — Дьйствительно: «>6, & с==4; вь такомь сзучав а==0--® и 
(ако1ома 8-ая) 

а--в==6--&--4==(6--а) |-® (экома 2-ал), откуда (акеома 1-0) 
а--е>ь--4. Точно такъ же убфдимся, что а-се>0— 4. 

Аксзома 10-ая. ели а==, а с>4, 10 а-с<6-—а4. — Дьйетви- 
тельно: “== а с>4; въ закомь случа се==а-Р К, и (акеюома 8-ал) 
а—е==ь—(а-+-®=ь—а—к=(%—а) —№, о1куда (аке1юма 2-я) «-с< 
5—а. 

„Акома 11-ак. сли а==0, 10 а: п=Ь . я. -- ДЪйствительно; а==%, 
въ такомь случаф а-=ий и (акс1ома 5-ая) б==и®, откуда 


1-=.® паи (акоома 4-51) ^ 
® п 
ъ # ь 
а также г (пли аксома 4-аи) = 


откуда (акслома 6-ал) 


Акеома 12-ая. Воли а> 6, 10 а:и > 0:9. — Дйствительно: а> 5; 
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зЪ такомъ случа <=, и а==0-|- с, откуда (акоома 5-ая) ик=еб--с; 


т. с. 
ос $ с 
о 


Стало-быть, 
59 о а_ь 
> р ии (акоома 5-ая) ЕК 


Аксюма 13-ая. Если а=0, а с=4, и веб эти величивы одно- 
родны, 10 а:с=60:4. — ДЬйствагельно: а=Ъ, в с==4; въ такомъ 
случаь либо (акеюма 3) а==ен 6 ==4, днбо же ас к 024. Въ 
первомъ случа а! =1, и:4=1, стало-быть (аксюма 5-28) а:6 == 
с:4. Во второмъ а.е случав 


а= тс и (акоома 5-я) 5 == то == зиа, 


т. е. 
а=ще и 6 = та, отвуда а:се=т ин 0:4==% 


или (акоюма 6-ая) 
а:е=6:а4. 


Изь 13-и акоюмъ, перечисленныхь во Введенш, восемь, такямъ 
образомь, представляются теоремами, хоторыл только по причинф своей 
очевидности припимэюгся безъ доказательства. Остальныя же иризясляются 
къ разряду аксю\ь какъ потому, чго он суть пстивы крайне оче- 
зидиыя, закъ и нозому, 410 сираведлиьость ихъ доказана быть не мо- 
жеть. Изъ нихъ первая устанавливаеть тожество величины съ самой 
собою, вгорал есть акоюма сложешя, третья устанавливаеть три возмож- 
ныхъ соотпошеши двухъ значейй одной ип той же величины, четвертая же 
устававливаеть примБнен!е термияовъ: равенъ, большези меньше. 


2. О взаимной зависимости теоремъ. 


Условимся совокупность четырехь предзоженй, изъ которыхь одно 
есть прямое, другое — обратно ему, третье противоположно прямому, & 
четверлое обрално третьему, называть взаимно-зависящими предзоженямв. 
Всявя чегыре взанино-зависяния предложен1я могуть быть подведевы подъ 
сяБдующую схему: 

прямое предложене: ири условш А, сущесявуеть В; 

обратное зрямому: при условш В, сущеслвуеть А: 

противоположное прямому: при услови не-А, существуеть не-В; 

обратное противоположному: при усзовщи не-В, существуеть не-А. 

Условимся для краткости называть эти предложеня по порядку: пред> 
ложешемъ первымъ, предложешемъ вторымь, трегьшиъ и четвертымъ. 
Отлосилельно совокупности взаимно-зависящихь предложен справед- 
дивъ саБдующй радъ теоремъ чисто-лозическаго характера: 

Теорема Т. Всякое третье предложеве есть предложеше четвертое, 
если второе принять за первое. — Дфйсгвигельно: принявЪ предложене 
веда: ‹ири условы В, существуеть Аз за прамое (т. е. за первое), по- 
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лучимь, что четвертое по отношен!ю къ этому прямому тласитъ тавъ: при 
услови не-.А, существуеть ие-1, что совершенио тожественно съ третьим 
предложешемъ, если за, первое принято иредложене вида: при’ условш А, 
существуехь В. 

Теорема 11. Всякое четвертое иредложене есть третье, если вто- 
рое принято за первое. — ДЪфйствительно: ипривявъ прехложеве вида: 
при услови В, существуеь А, за прямое (т. ©. за нервное), получимь 
что третье по огношению въ этому первому будетъ гласить: при усло- 
ви не-В, существуеть не-А, чго совершенно тожественио съ четвертымь 
предложешемь, если за первое иринато предложеше вида: ири услойн А, 
сираведливо В. 

Замимаще. Инызи словами эти двф теоремы выражають слБдую- 
щее: 1) Противоположное прямому иредложению лвляется по отношеню 
къ предхоженю обратному (тому же прямому) четвертым, и 2) предло- 
жеше обратное противоположному тожественно съ предложещемь иро- 
тивоцоложнымь обратному одного и того же предложешя. 

Теорема ГГ. Если справедливо первое предложеше, то справедливо 
и четвертое, и обратно: если сиразедливо челвертое, то справедливо и 
первое.— ДЪйствительно: мусть справедливо предложеше вида: при усло- 
вш. А, существуеть В. Въ такомь случаф при условш не-В не можеть 
существоваль А, ибо если бы существовало Л, то существовало бы В, 
& ие не-В. Стало-быть, ири услоши ке-Б, существуеть не-Л. Точно 
лань же (способомь приведешя къ нелфпости) доказывается и обратное. 

Одъьдствйе. Если первое предложене дохазано, то чегвергое можеть 
быть прииято безъ доказательства, и обратпо: если четвертое доказано, 
то первое можеть быть нринато безь доказагольства. 

Теорема ГГ.“Юсли справедливо второе предложеше, то справед шво 
третье, и обратно: осли справедливо третьо, го справедливо и второе. — 
Доказательство основано па теоремахъь Ги Ш. 

Сллъьдетве. Если второе предложен е доказано, то третье можеть 
быть. принято безъ доказательства, и обралио: если третье доказано, то 
второе можеть быть припято безь доказательства, 

Замтчане. Если доказапы предложешя: 1-0е и 2-0е, или 1-08 и 
3-е, иди 2-0е и 4-ое, пли же наконець, 3-е и 4-06, то доказаны и всВ 
остальных изъ четырехь взапино-завислщихь предложен. При этомь 
справедливость 1-го иди 4-го предложеюй пе влечеть засобою сиравед- 
ливости 2-го пли 3-го, п обратно: справедливость 2-го или 3-го пред- 
ложения пе влечеть за собою справедливости 1-го или 4-го. 


Теорема Т. Если первое и третье предложешя одновременно сира- 
в6дливы, 1о услоше перваго предложешя досгалочно и необходимо для 
‘существовашя заключешя его.—ДЪйствительно: пусгь сираледхивы оба 
сяфлующихь предложена: 1) при условш 4, существуеть В, и 2) при 
усломи не-4 существуеть не-4. Тогда усломе А досталочно для су- 
ъществоватя В, на основаши перваго услошя (ири услойи А, сущест- 
вуеть В) и‹необходимо для существовашя В, па основаши второго 
условия (при условш не-А, существуеть не-В). 
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Слльдствае. Если первое и второе предложеше справедливы, то 
услоще перваго предложен я достаточно и необходимо для существовая 
заключеня его.—Дфйствительно въ этомъ случаЪ (теорема ТУ) сиравед- 
ливо и третье иредложеше. 

Замючане. Если въ данной теорем ифсколько усломй: А, В, С 
ит, д, н одоо заключеше 2, то обралныхь этой теорем предложений 
столько, сколько въ пей услоййЙ, при чемъ въ каждомь изъ нихъ за- 
ключеше 2/ становился на мЪото одного изъ усломй, а это послёднее 
становится заключешемь. Учащемуся предлагается въ качеств весьза 
полезнаго упражнеши, иодробно разсмогрёть одиу изъ теоремъ съ мно- 
точислевными услошяын и изучить всё нредложевя, обрагныя ей. 


3. О теорйи параллельныхъ линйй, 


Ве попытки построенля теор параллельныхъ лишй безъ какого либо 
постулата ирпвели только въ убЪжден!ю, что ото невозможно. Исходя изь 
треугольниьа, славный французсюй геометрь Лежандрь (зовеваге, род. 
1752, | 1883) доказаль, что сумма, угловь треугольника пе можеть быгь 
больше 1800; ио при зломъ онъ ириняль безъ доказалельства, что если 
вершину троугохьвиша соединиль ирямою съ срединою прогиволежащей 
слороны и ва продотжеши этой прямой отложить отрфзокъ равный эгой 
прямой, 10 конець мого отрфака зежааъ внутри винняго угла обра- 
зованиаго раздфлениою по-поламь стороною треугольника съ иродолжо- 
шемь одной изь остальныхь сторонъ его, КромВ того, Лежандромъ 
доказало, что если сумма, угловъ хоть въ одномъ треугольник равна 180°, 
то она ралиа отой величивв во всякомь зреугольникВ. Ославалось только 
хоказать: либо, ч1о сумма угловь какого ниоудь треугольника равна 180%, 
либо же, что сумма угловь веякаго треулольника не можеть быть меньше, 
чёмь 1809. Первое ие удалось сдфлать, а второе иредложеше’ можеть 
быть, независимо огь теорйг параллезьныхь лишйЙ, доказано только въ 
томъ случа, если принять безъ доказательства, что чрозь всякую точку, 
залтую внугри угла, можно ировести такую ирямую, которая пересфкла бы 
06% сгороны этого угла ).'Гакимъ образомъ, выфсто Езклидова, или ему рав- 
посильнахо постулата, вь отомь случа принимаются безь доказательства 
два другихъ допущешя. Должно при этомь заменить, что сели бы кому 
либо удалось, безь помощи иаралиельныхь лип, доказаль, что сумма 
внутреннихь угловь прямолинейнаго треугольника величина постоянная, 
10 вси теоря этихъ лин могла бы быть построена безъ постулата. Но, 
на основанш новвйшихь рабогь въ эгомъ наиравлеши, можно утверждать, 
то построен! необходимой для Геометрш теори параллельныхь лишй 
безь вояколо постулата невозможно **), 


=) См. ВЫшег, №Мешене дог Мавешаык. ре 

*+) Особенно интересовались теорю паралдельныхь лиш, пром Лежандра, 
с@лующе ученые: зиаменилый /‘ауссь (1777 — 1856), славный русскйЕ теометрь 
Ник. Ио. Лобамевекой (род. вь Пижнемь НошородЬ въ 1703 т., скоичалея въ Ка- 
заши въ 1856 1.), вевгерсые теочегры Бочбаи (отець и сынъ) м нёмещей мале- 
матикь Римано (1826—1866), На русскощь азыкЪ, кромЬ сочинений! Лобачевекато, 
пыфется но теор параллельныхь зи весьма обстодгельная монографя ио- 
чившаго въ 1889 г. академика В. Я Буняковскало (род. вь 1809 г.) вь ‹Ученыхь 
запискахь С.-Петербургской Императорской Акадеши наукъ» за 1853 годь. 
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4. О пропорцюнальныхь величинахь въ геометрии. 


При доказалельствв теоремъ, относящихся до пронорщональносл 
двухъ величинъ (теоремы 119, 131, 169, 255 и 274), разсмагриваются 
два случая: когда значения одной величины соизмфримы друть сь другомь 
и когда они друг съ другомь не соизмЬримы; въ, послЪхнемъ случа мы 
ирибфгали ЕЪ способу доказательства отъ противоноложнаго. При этомъ 
принималось безъ доказагельства, ч1о отношеше двух песоизВримыхь, 
значений одной и той же ве. ины существуеть, хотя оно и не можеть быть 
точно выражено ни видф цфлаго числа, ни въ видВ дроби съ цфлыми 
числителемь и знаменателемъ. На тотъ же воиросъ можно посмотрфть и съ 
точки зрьвуя теори продъховъ.— ДЬЙслвительно: пусть чаны два, значешя 
А, и А, одной и той же величины и пусть эти значешя несоизмфримы 
одно съ другимъ; логда, раздфливь А, на опредфлениое чисдо 1, равныхъ 
между собою частей, нолучимь, что 


74, <А <, 


тдЁ т есть нЪкоторое оиредфленное число, зависящее въ каждомъ ча- 
стномъ случаВ оть того, какъ велико число т. Такъ какъ разность 
т 1 


% 


п, 
=“, и кромб того, 


1 
> 4ы 


Поэтому можно условиться называть отношощемь величины А, въ величин в 
А», если таковое сущесхвуетьиредфль, къ когорому стремится отпошене 


Въ такомъ случа воф теоремы, отвосяцияся къ пропорщюнальности 
двухъ величин, могуть быть доказаны съ цомощью твори предвловъ, 
что предоставляется выполнить учащемуся. —Хотя при этомъ не дфлаотся 
высказаннаго допущешя о существованйг отношешя двухъ несоизибри- 
мыхьъ значешй одной и той же величины, но при эхомъ подобное дому- 
щене лежить въ самой основ опредфлешя отпошешя двухъ несоизиЁ- 
римыхь значенй одной и той же величины, 


5. Нёкоторыя свойства треугольника. 


Кром основиыхь свойствъ треугольника, разсматриваемыхь въ курев 
»„Планиметри“, въ распоряжеши науки паходится значительное количе- 
ство теоремь о треутольник, изъ которыхь сяфдующця особенно замф- 
чательшы и достойны ввиманшя. Предосхавляетея учащемуся по указа- 
Мамь, сдблашнымь въ скобкахь относшиельно теоремъ, ина которыхь осно- 
вано доказательство ихъ, выполнить какъ чертежи, такъ и самыя дока- 
зательства. 


Теорема 1. Сумма квадраловь двухь сторонъ треугольника равна 
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удвоенному квадрату мещаны *) третьей стороны, увеличениому на уд- 
военный квадрать половины этой иослВдней. (Пиеагорова теорема). 

Слфдетве 1-е. Во воякомъ четыреугольниьЪ сумма’ квадраловъ его 
сторонъ равиа сумм квадратовь обфихь его дагоналей, увеличенной 
на учетверенный квадраль прямой, соединяющей средины дзагоналей. 

Слфдетые 2-е. Во всякомъ параллелограммв сумма квадратовъ сто 
драгоналей равна сумы квадратовъ вевхъ четырехъ его оторойъ. 

Теорема ГГ. Разность квадратовь двухъ сторонъ треугольника равна 
удвоенному произведению трельей стороны па ироэкцио ея меданы на 
ту-же сторону. (Сяфдетйя 2-е и 3-ье чеоремы 145). 

Теорема ГП. Произведеше двухъ сторонъ треугольника равно квад- 
рагу биссектрисы угла, ими образованнаго, увеличенному на про- 
изведеше отрёзковъ, образованныхь биссекгрисою на третьей сгорон®. 
(Теорема 152, теорема 122 и слфдотые 1-ое теоремы 138). 

Теорема ТУ. Если стороны треугольника обозначены буквами @, 
фи с, высота, опущенная на сгорону & изъ проливолежащей ей вер- 
шивы А, обозначена символомъ /и, а полусумма всБхъ трехъ сторонъ 
а. р, то 


№ ту 2 (в -@—5.@-—9д 


ДЪйствительно (выполнеше чертежа ипредосгаваяется учащемуся’ 
р у у 

й а з. ое 

Го Г 00; по Ор 


(слфдоте 206 теоремы 145) 


24 
откуда 
ро ми 
е Чая Ча 
(26-е) е6-—в фи) _@-9—. @— @—5] 
40? 4? 
Фот О. 4-9. ау еь а, 
4а? 


Отсюда, подотавивъ выфето &«-- 6 -Нс величину 2 р, а вифето осталь- 
ныхь множителей числителя— величины: 22—20, 22—26 и,2р—2а, по- 
лучимь, по выполнен вывладокъ, формулу: 


р Е: 
= Ур 96-9 
Точно такъ же 


= 9-59 им = Ур. 


*) Въ 1оометри принято полагать, что сторон @ ирогиводежиль вершина А 
сгороиь $—воршина В, сторо с—вершииа С; кромЁ того, прозвщя стороны 
из слорону @ пусль будеть СЛ. -- Меданой треугозьникь, называется прямая, 
выходящая изъ вершины его и раздляющея иротиволежащую ей сгорону по- 
поламъ. 
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Слльдствае. Если стороны треугольника равны 4, Би с, то пло- 

щадь. его И 
4А=Уо-9 @-5:е- 
тдЪ букна р обозначаеть цолусумму его сторонъ. 

Теорема У. Произведене двухь сторонъ греугочьника разно произ- 
веденмю даметра круга, описаннаго около греугольника, на высолу, ону- 
щенную изъ точки ихь пересфчешя на трелью оторону. (ОлЪделье 1-06 
теоромы 138). 

Оиьдстиве. Если а, © п с обозначаюль слороны треугольника, & В 
радрусь круга, около него описаннаго, то 


ас 
Е= 
4Урь—@ ФО. 
тд р обозначаегь величину ве, 
Действительно: 


са 1; во № => Ур фа 2) @—9 


сл$довагельно 


6 28. Ур .а) (р— 0) р — с) 


ит х 


Теорема УТ. Высоты треугольника пересфкаются въ одной точеё., 
(Для доказательства этого проводятъ чрезъ вершины треугольвика иря- 
мыя, паралхельныя противолежащимь сгоронамь, до взаимиато ихъ пере- 
сфчешя, & даафе пользуются тооремами 69 и 153). 

Теорема. УЛТ. Медавы сторонь треугольника, пересЬкаюзся въ одной 
точкф, длящей каждую медану въ огношеши 2; 1 п лежащей притомь 
вдвое ближе къ сторонамъ треугольника, чфыъ къ противолежащихмь вмъ 
вершинамь. (Точка пересфчешя можанъ зреугольника пазываеся чен- 
тромь тяжести треутольника). 

Теорема ТПГ. Точки пересвчешя высоть треугольника огь любой 
вершины его вдвое болфе разстояя цептра круга, онисаннаго около 
этого треугольника, оть стороны, противолежащей отой вершии®. (Дока- 
зательство основано на слёдегыи 2-мъ теоремы 122, на теоремё 69 и 
на теорем 169), 

Теорема Г.Х. "Точка Н пересфчешя высоть треугольника, центръ 
тяжести его 6 и цеваръ С круга, описавнаго около этого треугольника, 
лежать на одной прямой, притомь такъ, что НН: @( ==2. — Доказа- 
тельство основашо на теорем$ УШ и на теорем 140. (Э1а прямая 
вазывается 9й4ер0вой прлмою по имени славнаго геометра ХУ в. 
Леонарда Эйжера). 

Теорема Х. Окружность, проходящая чрезъ середины слоронъ тре- 
угольника, проходить также чрезь основашя высоть и чрезь средины 
отрёзковь, соедвняющихь точку пересчен!я высоть съ вершинами тре- 
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угольника. (Эта окружность называется окружностью девятии эпочекъ, и 
центрь ея ложить на Эйлеровои ирямой треугольника *), 

Теорема ХТ. Если въ троугольникё АВС ироверти четвертую нря- 
мую, которая сгоронпу АВ пересфчеть вь точь с, слорову А.С въ точь 
$, а сторону ВО въ точкВ 4, 10 


и.В + 60. с А == 46 + Вс. (и. 


(Для доказательства этого досталочно изъ 1очки ( провесли прямую 
параллельную къ четвертой прямой). 

Теорема ХИ. Если гочьу, взятую внутри греугольника АВО, с06- 
дишить съ вершинами его прямыми и продолжиь ихь до пересфченя 
с0 стороною АВ вь точьЬ с, со слороною АС вь точкВ фи со сто- 
ровою ВО вь точкВ а, 10 


аВ + 60 + сА == .46 + Вс + Си. 


(Доказалельство основано на теоремВ Х1). 


6. О правильныхь многоугольникахъ, 


Кромб вышуклыхь правильныхь многоугольниковъ, существують такъ 
ваз. правильные эвъздматые мноюуюльники. 'Гакъ напр. соединивъ порвую 
вершину правильнато иатнугольника съ лретьею, эту послёднюю съ иатою 
ит. д. (все чрезь одну), счилал въ одномъ и ломъ же наиравлени, получим 
правильный звфздчагый пятнугольникъ, 

Теорема Т. Сторона правильного выпуклаго виисаннаго иятиуголь- 
ника равна гниоенуз® треугольшика, когораго катеты порознь равны ра- 
Д1усу его и сторон правильнаго выпуклаго виисаннаго въ тоть же кругь 
десятиугольника, 

Теорема ГТГ. Оторона правильнаго виисашнахо зв фздчалахо пятяуголь- 
ника равно тииогонузв треугольника, которахо калеты равны радусу 
и сторон иравильнаго виисаннаго звЁздчата!о дослтиугольника. 

Замъчине. Относительно числа вофхь возможныхь правильныхь 
многоугольниковъ, число сторонь колорыхъ равна 9, существують, сл$- 

дующя питеросныя тсоремы, которыхь доказательство носить, впрочем, 
ариеметичесый характеръ: 1) Если окружность раздхлена на ® равныхъ 
между собою частей, еоли соединить, очитая въ одномь направлен, 
первую ‘точку дона съ иркоторою р-тою точкою, эту послёднюю 
снова съ р-тою п т. д., и если при эгомъ числа р -|- 1 и ® взаимно- 
первыя числа, то придемь въ точку выхода и получамъ звфздчатый пра- 
вильный многоугольникь; 2) если же числа р--1 и ю суть числа 
взаимно-кратныя, и если, напр. р-- 1 ==, а ==, тдв № есть 
общий наибольший дЬлитель чиседъ р-|--1 и т, то, поступая съ точками 


+) Весьма интересныя свойства треугольника приводятся въ сочинени 
Репеграсв”» цодь залашомь «аз пега@Ишце Огееск». Фейербажь первый 
занялся свойствами окружности девяти точекъ. й 


304 ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЙ СТАТЬИ. 


дфлешая такъ же, какъ въ предъидущемь случаф, подучимь многоуголь- 

ниЕъ, число сторонъ котораго равно в : /. 3) Если число дЪленй окруж- 

ности ‘равно п, 10 существуегь столько миогоугольниковъ ‘объ ® сто- 

ронахь (выцуклыхь и звфдчагыхь), сколько существуеть чиселъ иростыхъ 
Й 


съ я и иритомь меньшихь, чЬмЪ -5-, 


въ рядЬ чисель: 1,2, 3,..п—1*). 


7. Н®которыя задачи на построене. 


КромЪ разрёшенныхь въ текст задачь на, построеше, краине важно 
самостоллельно разрфшить слЬдующёя 10 задачь 


Задача 1. Къ двумъ окружностямь провести общую касательную. 

Задача 2. Провести окружность, касательную къ давной прямой 
и проходящую чрезъь двЪ тозин, лежаня внЬ ея (иритомъ, конечно, но 
одну сторону этой прямой). 

Задача 3. Провести окружность, касалольную кь даннымь двумъ 
прамымьъ и проходящую чрезъ данную точку. 

Задача 4. Провести окружность, касательную къ даннымь тремь 
ирямымъ, которыя не вс другь другу параллельны. 


Задача 5. Провести окружность, касагельную къ данной прямой 
въ данной точкЪ этой послёдней и къ данной окружносли тоже вь нфко- 
торой данной точкВ ея. 

Задача 6. Провесги окружность, касательную къ данной окруж- 
ности и проходящую чрезь данныя двф точки. 

Задача 7. Провести чрезъ данную точку окружность, касательную 
въ данной прямой и къ данной окружности. 

Задама 8. Провести окружность касательную къ даннымъ двумь 
окружностямъ и къ данной прямой. 

Замьчате. Р.шене вофхъ этихъ задачъ сь помощью методы нод- 
станововъ не требуеть знашя какихь либо теоремь, не изложенныхь 
въ ‹Учебникв геометри>. 

Лемма. Если въ уголь виисаны двЬ окружности, васательныя къ 
сторонамь ‹угда, если разстояше вершины угла до точки касашя съ 
меньшею окружностью равно 4,, & разстояе той же вершины до точки 
‚касвня съ большею равно 4;, если далЬе изъ вершины проведена с- 
кущая до пересфчешн съ обфими окружностямн, м разстоявя вершины 
до точевъ пересфчени послЬдовательно обозначены буквами И, 4, 4 и 


%› то 
= = +9, 


(Токазательство этой леммы и распространене ея на случай, когда 
окружности проведены въ двухъ вертикальныхь углахь, предоставляется 
учащемуся). 


*} См. Алгебру Бертрана въ перевод и съ доподнеными Н. И Билибин, 
Сиб. 1885. 
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Задама 9. Провести окружность, проходящую чрезъ данную точку и 
касалельную къ двумъ даннымь окружносгямъ. 

Задача 410. Провести окружность касательную къ данпымъ тремь 
окружносиямь, 


8. О выпуклыхь многогранникахь. 


сли дана не замкнузая многогранная поверхность, которой грани 
ъеЪ сузь прямолинейпыя фиуры, то каждая слорона фигуры считается 
ребромъ ея, а каждая вершина фииуры—вершиною поверхности. 

Теореми Т. Если многогранная новерхность принадхежить къ числу 
выпуклыхь, то сумма числа граней и числа вершинъ ея равна числу 
реберъ, увеличепиому на единицу. — Доказательство веделся способомь, 
заключения оть ® къ п -- 1, а именно сяъдующимь образомъ: пусть 
число граней данной многогранной поверхносли равно И, число вер- 
шинъ 5, а число реберь А, и пусль вь э1омъ случа 


Ея =АЬ 
докажемь, чго если число граней новой поверхносли 
И=Е-Ьь 


сли чисто воршинъ ея равно 5,, а число реберъ ся А,, 10 
‚ у 
В =5, + 4,. 
Для доказательства этого кь одному изъ свободныхь реберъ данной мно“ 


гогранной поверхности ирястроимъ еще одну грань, и пусть въ ней р 
слоропъ; тогда въ ней 1акле р вершинь, и‘ 


= И--1, ©, = б-р —2, 4, = А+р—Ь 


ПЕ, 
р АТ = АЬ. 
Но, по усломю, И-|-- 5 = А -|- 1, стало-быль 
ИЯ —1=АЬь 
откуда (аксома 6) Е, -|-- 5, = А, -- 1. Такимь образомъ мы доказали, 
чго теорема справедлива для п -- 1 гразей, если она справедлива для 


® траней.—Шо ссли мноограниая поверхноель сослоитъ изъ одного 
только мпогоугольника о 2 сторонахь, то въ этомъ ‹лучав 


РР =1, б==р, и А=р, 
а погому Е б=р-ь ин А-Т=рЬ-+1, 
т. в. ЕО =А!. 
Стало-быль, георема справедлива и для выпуклой многогранной поверх- 


нос1и о двуль траняхь, о трехъ граняхъ и т. д., г.е. во веявой выпуд- 
з0й многогравной поверхности 


Е--б=А1. 
20 
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Олъдствие. Во всякомъ выпукломь многограниакЪ, 


Е+5=А+Ь, 
тд Е обозначаеть число ого грашей, 5 число его вершить, А’ число 
сго реберъ.—Дфйслвигельно: удаливъ одну грань, получимь, 310 
(Е П-+5=А-Ь, огвуда +9 =А+ 2. 

Эга теорема извьслиа въ наук подъ пазвашемь Энаеровои тво- 
ремы цо имени одного изь величайшихъ теомсгровь ХУП в. Леонарда 
Эилера (род. вь Базель 1707, а ум. въ СПБ. въ 1783 г.). 

Теорема ТТ. Если дамъ вышуклый миогограмникъ, 10 число вёфхъ 
лраней съ нечегнымъ числомъ сгоронь есгь число четное, и число верхъ 
многогранныхь угловъ съ нечегнымь числомь реберъ есть тоже число 
челное, — ДЬйствилельно: пусгь число греугозьцыхъ граней равно /у, чнело. 
чегырехугольныхь /;, иятиугольныхь /; и т. д., д число вофхъ праней 


равно 2), тогда 

Е=А+лА+л+...... 0 
Если А выражаеть число всьхъ реберъ, 10 число 8/, выражаетъ число 
‘реберъ во исфхъ треулольныхъ траняхъ, 4/, — число реберъ во вовхъ 
четырехугольныхь граняхъ, па, Х., и 


5 РАД... .=2А. . . (2) 
потому ч1о каждое ребро иринадлежить двумъ гранямъ. Откуда 
ЗН, +. . . 4-м -щ-.... 


т. е. число вовхь граней съ печегнымь числомь сторонъ есль число 
четное,—Пусть далЬе $; обозначаеть число трехгранныхь угловъ дан- 
наго многогранника, 5; число четырехграицыхь уз4овь и 1 Д.; гогда, 
сохраняя 1ь же обозначения, подобными же разсуждениями иридемъ къ 


заключеню, ч10 
= ++... .. . (8) 


38: Н 55, + 7 +. . . = 2—4 —6%—. . . (4) 


1, е. что Число многогранныхь угловь съ почегнымь числомь роберъ 
есть число четное. 


Ольдстве. При прежнихъ обозначешяхъ, 
ЗЕ=а- +2 + 33, 45+... . 0) 
ААА... . 


Теорема ПТ. Во всякомь выпукломъ мно1огранникЪ сумма числа 
треугодьныхь праней и числа зрехграипыхь умлоьь не меньше 8-ми.— 
ДЪйствилельно: извБстно, чго 


А+2=Е- 5, откуда 4Ё-|- 45 =4А- 8. 
Ветавивъ выБсто Ё его величину изъ формулы (1), вифсто $ величину 
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изь формулы (3), и вмЬсго 4А сумму значеши величины 2А изъ фор- 
муль (2) и (4), нозлучимь, ч1о 


Дъ=з-+ ++. . . зом Л 28. 


Сльдствие. Це сущеслвуель такого вышуклало многограиника, въ 5о- 
торомъ пе было бы зреугозьиыхь гранеи и трехгранныхь углов. 

Теорема ТУ. Ие существуеь такого выпуклало многограпника, всЪ 
грани которао обладали бы болЬе, чЧЬмь низью ребрами. —Дфйствительно: 
изъ формуть (3) и (4) выводииь, ч1о 2А >> 35, или замфнивъ вели- 
чины 2А и 35 ихъ значошями, взятыми пзь формулъ (2) и (6), нолу- 
чим, 410 


ЗВАЛ а. ...) 


д. е. ч10 це може быль такою мнотогранника, ьь которомь и у; и 
Л, и Л одновременно равнялись бы пулю. 

Теорема Т. Пе сущеслпусль такого вынукнаго многогранника, вс 
многограппые углы козораго обладали бы бозЪе, чмь пятью ребрами. 
—ДЬетииельно: изъ формулъ (1) и (2) выведемъ, что 2А > ЗЕ, или 
замфвивъ величивы 2А и ЗЕ ихъ зпачешаями, взягыми из» формуль 
(4) и (5), получимь, чо 


Зы >82 +... 
т. е. чго не существуегь 1акого выпуклаго миотогранника, въ которомъ 
83, 54 п 85 одновременно раьпялись бы нузю. 

Теорема УТ. Существуеть 1олько иягь родовъ выпуклыхь много- 
гранниковь, въ когорыхъ всБ грани обладаюгь однимъ и гЬмь же чис- 
домъ сторонъ и всЬ мнологранные углы — однимъ и тЬхъ же числомъ 
реберъ. + 

Дъиствительно: обозначивъ число ‚сгоронъ каждои граши подоб- 
наго мчогограниива буквою 2, а число реберъ каждаго многограннаго 
угла буквою у, и сохранивъ прежнйя обозначешя дли числа вершинь, 
числа граней и числа реберъ, получимъ, что 


2А ==ЕР== 5. 
Присоединявъ къ элимъ уравнешныъ уразнеше Эйлера 
а-2=Е--5, 
получимь, ч1о 
Е 
= 
2(е-ну)—ау 


При х==3, получаешь, что у можегь пмфль три значеня: 8 или 4, 
ваи 5, и тогда Е соотвфтетвенно равно 4 или 8, или 20. При х =4, 
получаемь, ч10 у можеть имфть только одно значене;: 3, и логда 
Е=6. При х==5, у тоже можеть ныфгь только одно зпачене: 3, и 
лога Е=12. При з=6, ни буквБ у, ни Е нельзя придать цЪлаго 
значешя, т. е.: такого вынукхале многогранника, въ которомъ всё грани 
бызи бы шестнугольники и всё многогранные углы имбли бы одно и 
20* 
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70 же число реберъ, ие существуеть. С1ало-быть, сущесгвуютъ ‚только 
таке выпуклые многограиники искомаго рода, въ которыхь № можеть 
имфть значения: 4, 6, 8, 12 и 20. 

Замъчане 1-06. Въ чисзу лакихъ мно1ограивиковъ принадлежать 
правильные вынуклые вногограниики: летраодръ, эксаэдръ, октаэдръ, до- 
деказдръ и икосаэдръ, извфстные подъ общимь назвашемь пяги Ила- 
тоновыть ттьль, вь честь славиаго греческаго философа Плагона (429— 
348 до Р. Хр.). Ср. замфчаше, когорымъ снабжена теорема 268 *). 

Замъчане 2-0е. Достойно внимая, что около всякаго правиль- 
наго многогранника можно оцисаль и во вслюй правизьный многогран- 
ныкъ можно вписать сферическую поверхность. 


9. О равенствз трегранныхъ угловъ. 


Относительно равевства трегравныхъ угчовъ зегко доказываюлся 
са$дующя зеоремы, представаяющ!я нЪко1орую аналогю съ теоремами 
© равенствЪ треугольниковъ: 

Теорема Т. Плосый уголь и ирилежаще въ нему двугранные 
утлы трехтраннаго угла, если они одинаково расположены, опредфляють ` 
трехтранный уголь (Ср. зеорему 52).- 

Теорема ТТ. Два илосые угла, если они одинаково расположевы, и 
двугранный уголъ, ими образованный, опредфзяютъ трехираиный уголъ 
(Ср. теорему 51). 

Теорема ПТ. Три плосвйе угза трехграипало угла, если онш оди- 
наково расположены, опредфяяють трехгранный уголь (Ср. теорему 50). 

Олльдстве. Три двугранныхь угла трехграшнаго узла, если они оди- 
навово расположены, опредфзаютъ трехгранзый уголъ. 


10. О подобныхъ многогранникахъ и подобныхъ т%- 
лахъ вращешя. 


Два многогранника вазываются подобными, сели въ цихъ многогран- 
вые углы соотьфтетвенно равны п образовапы соогвфтсгвенно подобными 
и‘ подобнымъ образомъ расположенныхи гранями. Подобными тфчами 
вращеня вазываются одноименныя тфла вращешя, представляюния 
собою иредлы двухъ нодобныхь мвотогранииковъ (пирамидъ и призыъ) 
или двухъ нодобныхь кубарей. Относительно подобныхь многогранни- 
ковъ и тфлъ вращеная достойны виимашя слБдуюшйя теоремы, доказа- 
тельство которыхъ не предсгавляегь никакихъ затруднений: 

Теорема Т. Сходственныя ребра двухъ подобныхь многогранниковь 
пропорщональвы. 


+) Построеше и вычислешя, относящряся хо взанынало накловеня смеж- 
ныхь граней въ правильныхь многотравникахь, молно пайтн въ «Эдемеитар- 
ной геометрии», составленной Н. И. Бвлибивымь (Спб. 1887) и въ другихь 
болфе или менфе подробвыхъ трактатахь по предмету геометри. 
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Теорема [Т. Отефченная часть пирамиды, усбченной паралхельно 
основав!ю, подобна всей пирамидЬ. 

Теорема ГЛТ. Если дв грани одной треугольной, пирамиды ио- 
добны двумъ гранямъ другой, если он% подобнымь образомъ располо- 
жены и образують равные между собою двугранные углы, то эти ии- 
рамиды подобны. 

Теорема ТУ. Если многогранники составлены изъ одинаковаго 
числа порознь подобныхь и иодобнымъ образомь расположенныхь тре- 
угольныхь пирамидь, то эти многогранники иодобны, и обратно: если 
два многогранника подобны, то ихъ можно разложить на одинаковое 
число порознь подобныхь и подобнымь образомъ расположенныхь треу- 
тольныхь пирамидъ. 

Теорема Т. Поверхности двухъ подобныхъ многогранниковь отно- 
сатся между собою какъ квадраты, а объемы — кавъ кубы сходствен- 
пыхъ реберъ. д 

Теорема РТ. Прямые цилиндры, которыхъ высоты соотвтственно 
пропорщюнальны радлусамь основалйя, называются подобвыми, и ихъ 
цоверхности относятся между собою какъ квадраты радтусовъ, & объемы— 
какъ кубы пхъ. 

Теорема ТТТ. Прямые ковусы, которыхь высоты (или образующия) 
пропорщональны радусамь основашя, называются подобными, и ихъ ио- 
зерхности относятся между собою какъ квадраты радусовъ, а объемы— 
кавъ кубы ихъ. 

Теорема УП. Всф шары счигаюлея подобными другь другу, и по- 
зерхности всакихъ двухъ шаровъ относятся между собою какъ квадраты, 
а объемы—какъ кубы радусовъ. 


11. О построенйи прямыхъ, выражаемыхъ алгебраи- 
ческими формулами, и о приложеши алгебры вв 
тгеометр!я. 


Если буква @ обозначаегь длину иЪкоторой прямой, а буква 6 
длину другой прямой, 10 ностроиль выражешя: 
а а— 6, а-0, а: у ит. к. 

значить построить радъ прямыхъ зинй, ко1орыхь длина выражается въ 
тфхь же единицахъ мфры и призомъ иорозвь измфряется каждыхь изъ 
данныхь выражений, Построеше величинъ 4-|-6 и @—6 сводитоя въ сдо- 
женио и вычитавю двухь отрЬзковъ. Для иостроешя выражения @*6, 
примемъ во винмавте, ч1о если 

&=04.0, 10 2:а=6:1, 
т. е 2 е6гь четвертая пропоршональная прямыхъ: а, Фл1, (за- 
дача 32, слр. 116); для иостроенля же выражешя @:0, пришемъ во внима- 
нте, чго вси 

1=а4:6, 10 2: 2 
т. е. 2 есть четвертая проиорщональная прямыхь 1, аи 0; наконецъ, 
для построешя выражешя У, примемъ во внимание, чго если 


У, 10 4:5==:0, 
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т. е. д есть средная пропорщовальная между @ и $.—Для посзроешя 
(въ видВ прамой) какого угодно одночдена афс@е достаточно производеше 
всБхъ множилелей за исключешемъ однозо обозначить одною букгою, 
и тогда, если положигь, чго 
4 == а6с4е, у == а6е4, 2 == @6с, % = @0, 

ДЬзо сведется сиачала вь посгроетю прямой +, которая ривва ироиз- 
ведевю 4, погомъ къ построеню ирамой 2, которая равна произведе- 
вю ие, загфмъ вь посгроешю ирамой у, ко1орая равна произведе- 
аю 24, и ваконець-—къ посгроенио прямой 2, когорая равша ироизве- 
деншю уе. 

Опредъьчене. Если данное алтебраическое выражение обладаеть 1Ъмъ 
свойслвомь, что о1ь умножетя ьаждой буквы, входащей въ его составь, 
на вфкоторое чиедо , все выражеште умпожается на иЪколорую слепень 
100 же числа #, 10 это выражено называется однороднымь по о1п0- 
шешю къ входящимь въ него буквамь. Такъ, ваир, выражевя 

а- о, а*-{- 26-4, Та? -|- 3а*5 — 46 
суть выражешя однородпия огносвлезьно буквь @ и 0. 

Въ спешальныхъ сочишетяхь по предмету призожешя апебры кь 
теомерии доказываюгсн стрдующия три пеоремы 

Т. Если 1еомегрическая задача приводить кь апебраическому урав- 
неню 


Е (а с,...., т, п) =о 
тдВ Р(а, 6, с,...., т, п) обозначает цЬлый и рацлопальный много- 
членъ огносительшо величинь а, ъ, с... тим, 10 первая часгь 
эгого уравнешя иредставляеь либо однородный относительно эшшхь ве- 
тичинъ моогочдень, либо же сумму ньскольнихь мпогочееновь, изъ ко- 
горыхь каждый есль мпоточдень однородный. 
П. Если леометричесьая задача привела къ уравневно 


Е (&, 6 6...., т п) =о 
въ когоромь первая часть ве предсгавляеть однородиао мво1очтепа, 
10, выбравь другую единицу мВры дая прямыль а, 0, с)... ути 


можно ототь многочлень обрагизь вь однородный. 

ТП Всакая геометрическая задача, разрьшенная сь помощью урав- 
ненля, составленнаго на основашш условий задачи, приводигь кь урав- 
нею 

Е (а, 6, с,...., т, я) =о0, 
тдВ дЪвая часль Ё (а, 6, с, ...., т, и) есть однородный много- 
члень или де можеть бы:ь обращена вь заковой. 

Для лого чтобы разрылиль геомезричесьую задачу съ помощью Ал- 
гебры, если задача только допускаель алгебралческое рьшеше, посгупаютъ, 
слёдующимъ образомъ. а) преднолагаю1ъ, чло задача разрфшена, и выпол- 
вяють примЬрвый чергель, разрьшающиг задач); 6) давныя величины 
принимають за извфсгныя и обозначаютъь ихь для краткосги первыми 
буквами латинскаго алфаьшга, в) одну или болЬе неизвьавыхь веш- 
чинЪ, отыскаве когорыль разрЬшаегь задачу, обозначаюзь послЪдними 
буквами лалинскало алфавига; г) предполагаюгь, что всф введевныя буквы 
обозначаюгь диниу данныхь и неизвфетныхь прамыхь, выраженную вь 
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однихь и 1Ьхъ же единицахь м6ры, д) сославляютъ, на основали усло- 
вй задачи, вспомогательныхь построенщй и свойствь полученныхь фи- 
турь, уравпеше (э10 часго самая грудная ступень рышеша)е) рьшаюль 
полученное уравневе или полученную сислему ихъ и изелБдують рЬ- 
шеше, нахонень, ж) слроязь рЬшешя.— Для гого ч:обы дать попяме о 
самыхь прлемахъ нодобнао сиособа рЬшешля, займемся ‹лЬдующей задачей. 

Построить прамоулольный треуюльти.ь, зная ею площадь 4 
периметуъ Зр.—Лля рьшештя эгой задачи обозначимь длину кателовъ 
буквами хи у, а дтину тииоленузы буквою #, 1о1да 


дру = ау =2р, и 4 
Отсюда пайлемъ, что 


а 
гие & 2:9=34. 


Это знамиаь, чго 2 и У предславляюзь собою корни ьвадратнано, отно- 
сительно неизвЪсгнало & уравнешя 


Эли рьшеня даютъ возможность не только послроигь калегы, но также 
изсяфдовать при какихь усломяхь задача возможна, при каьиль усло- 
вя\ь прямоугольный зр-къ имфель наибольшую площадь, если иери- 
мегръ ео дань, и при какомь услоти прямоугольный треугольниьъ имБ- 
еть паибольшй перимегръ, если дана ето илощаль. 


Зампчае 1-0е. Для 1ото члобы построить у/аб - с@ надо постро- 
и1ь спачама е и 9), удовлегворяющие уравневтямь 2 ==а6 и у? ==с4, & 
погомь, ва основанш Пиезлоровой теоремы посгроигь прямую +, удовае- 
зворяющую уравнению 

ду 2? 


Замтчаше 2-0е. Кода вь данное уравнение входигь произведеве 
двухъ сомнолмиедей, изь которыхъ одинь представляе1ь собою числовой 
воэффидщенть, 10 необходимо выяснить себф--обозначаегь ли,онъ иря- 
мую лиш дапной длины или де олвлеченное чиёло, ибо оть этого за- 
висп!ъ самое рЬшеше. 

Замьчанае 3-е. Для возсгановлешя однородносли въ выше данномъ 
рЫшени, букв) 4 можно замБанаь ироизведетень (.1, гдВ 1 обозна- 
чаегь прямую, ъоторой длина равна 1. 


КОНЕЦЪ. 


ОБЪЯВЛЕНТЯ. 
Во вебхь книжныхь магазинахь продаются 
ЕНИГИ,. СОСТАВЛЕННЫЯ 
К. Д. КРАЕВИЧЕМЪ: 


1) Учебникъ Физики. Курсь ср. уч. зав, съ полилии. въ зекеть п налито- 
трафиров. табл. 10-ое изд. Ц. 2 р. 50 к., съ пер. 3 р. 2) Основаная Физики. 
Курсь женск. уч. зав, сь польтиц, въ лексть 8-е над. И. 1 р. бОк., съ пер. 2р.! 
3) Физика ежедневныхъ явлен!й. Учебное Руководство для гор. и двукл. 
училащь. Изд. 2-е. (ъ политни, Ц. 70 к. съ пер 90 к. 4) Очерыъ спектраль-, 
наго анализа, общешовялшо изложенный (публичныя лекцаи), съ политии. и 
хрохолитографированной таб. спектров. Ц. 1 р. 40 к. сь пер. 1 р. 70 к. 5) Н. 
чала, Космограф!и. Для ср. уч. зав., съ политии. и налитографир. табл. 
изд. Ц. Тр» съ пер. 1 р. 15 к. 6) Собразе алгебрическихъ задачъ 
издаве, содержащее боле 4000 задачь. Ц. 1 р. 20 к, съ пер. 1 р. 50 к. 


ВЪ КНИЖНЫХЪ МАГАЗИНАХЪ ПРОДАЮТСЯ 
1) Основныя начала Хим Арендта, Пер. А. В. Дамоклго. 


2) Равенства химическихь превращен. 
(Повгорительный курсъ по пеорганической хиии) А. В. ДАМСКА го. 


Вь книжномь магазинз В. Г. ХАРТЫНОВА. 


(Сиб., Невсый пр. Х 46) и во вебхъ книжныль назинахь Имперли продаются 
савдующия сочипешя 


ВИКТОРА СТРЕКАЛОВА: 


1) ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ АРИОМЕТИКА. Сиб. 1890. 


(Стр. УШ--200 шв 8. ЦЪна 1 р. 25 кон.) 

Содержаще. Введьнте. Книга ПЕРВлЯ ариеметическая дЬйствя и ихъ основ- 
ныя свойства. Киигл втоРля. ариеметичесмя дЬйствя съ числами десятичной и 
„другихь сногемъ. Книгл третья. необходимыя свъдьшя изъ теор чисель и ихъ 
приложения, 


2) КУРСЪ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИ 


(ЦЪна‘3 р.—Для сгудентовъ и слушательниць высшихь женскихь курсовъ 
внижный ‘матазинъ Мартынова ог усгуику въ 50%/о съ поминальной 
ЦБНЫ). 

Содержаше. Введьите. ($ 1. Выражеше геометрическихь мфолъ уравнешяки, 
Предметь аналит. геометрия. $ 2 Предварительвыя задачи. $ 3. Необходимыя свф- 
дЬшя‘ изъ теор дегериинаштовъ). Глава Г Кривая первыо порядка иди прямая 
лия. ($ 1. Теойя. $ 2. Придожеше. $ 3. Мелодь сокращеннао обозначеная). 
Тхлвл |. Еривая нерваго класса или зочка.—Пунклуалы и пучки. ($ 1. Уравнение 
точки. Координаты касательныхь. Прия циих двойсгвениости. Приложеше. $ 2. Ашар- 
мона, проэкщя и ливолющя. $ 3. Ирообразовашо обобщеше коордпать.) 


3) КАРМАННАЯ КНИЖКА 


для преподавателей математики и физики па 1890—91 годъ. ЦЬна 1 р. 


`Дозволено цензурою. С..Петербуруь. 16 Декабря 1890 г. 


